Contréles de maths sup

Controle de maths sup : séries numériques et
familles sommables

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitres : Séries numériques + Familles sommables
Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3,5 points ; exercice 5 : 5,5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : relier une suite a la série télescopique de ses différences
o Calculer : déterminer la nature d'une série par équivalents et développements
o Représenter : encadrer une somme partielle par des aires sous une courbe
o Chercher : sommer une famille indexée par N2 par paquets ou par Fubini

Calculatrice interdite.

a. Soit (Un)n > 0 une suite réelle. Démontrez que la suite () converge si et seulement si la
série Z (4,41 — un) converge, et exprimez alors la somme de cette série. (1 point)

D (43
b. Déduisez-en la somme de ;1 nin + 1) etla nature de Zl In{l +7 . (1 point)
n n >

Vérifi L =t L t calcul
¢ VEMEZAUe nln + Dln+2) ~ Anln + 1)~ (n+ Din +2) ) & AU
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1 ,
> nln + Din + 2y - (1 point)
n=1

Déterminez la nature de la série de terme général Ux dans chacun des cas suivants.

_ _n=s i
Up = 3 7 PoUr n = 0.(0,5 point)

b. w, = % — sin(%) ,pour n = 1 .(1 point)

¢y =1In(1+%)— % pour n > 1. poin
2
d u, = (1 — %)ﬂ ,pour 1 > 2. (1 point)

e u, = n Lt 1/n pour n > 1.(0,5point)

1

On pose f{;p} = oz

N
pour T = 2,et Sy = Zklnkpour N > 3.
k=1



0,6 -

rectangles [k, kK + 1] de hauteur f(k)

0,4 -

0,2 -

0,6 1
rectangles [k — 1, k] de hauteur f(k)

. Montrez que f est positive et décroissante sur [2, +co| , et donnez une primitive de  f. (0,5
point)

. En vous aidant de la figure, montrez que, pour tout entier & > 3,
E+1

k
f fle)dz < f(k) < f flz) dx . (1 point)
k—1

k

. Encadrez & jy , puis montrez que la série Z diverge et que & py ™~ 111{111 N} (1,5

nlnn
point)
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1
d. Par la méme méthode, montrez que la série Z::-;E n (ln n)? converge. (1 point)
n

(="
a. Montrez que la série Z Jqn_ converge. Converge-t-elle absolument ? (1 point)
n>1

b. Onnote f, = Z 7 lereste d'ordre 7. Donnez le signe de H,, et une majoration
k=mn+1

de |Rn| . (0,5 point)

c. Pour n = 2, on pose —i Montrez que w —ﬁ—l—i—f}'L
: > 2,onp Yn T m )™ q n = "m n n3/2)"
puis déduisez-en la nature de Z Uy . (1,5 point)
n
d. Vérifiez que Uy ™ (_,.P . Pourquoi cela ne contredit-il pas le théoreme de comparaison par
i

équivalents ? (0,5 point)

+oo too ]
On admet que Z 5 =7 etonnote ((3) = Z -3 -
n=1

n=1

[ ]

—_
ol

a. Montrez que la famille est sommable et calculez sa somme. (1 point)

L)
(7= (pr ) € (N2

b. Pour 7 > 2,onnote I, = {{p, q} c {[M*}E | p+g= n} . Déterminez le cardinal de

1

I, puis montrez que la famille ((p + gja est sommable et que sa somme

)(10, q) € (N*)?

vaut %2 — {{3) . (1,5 point)



1
. -4 ) ; )
c. La famille ((p + gjg)(iﬂ, 0 € ([N*jg est-elle sommable ? (0,5 point)

d. Soient a,b € C .Rappelez le théoréme sur le produit de Cauchy de deux séries absolument
teo
convergentes, puis démontrez que exp(a) exp(h) = expla + b), ot exp(z) = Z

n!
n=>

(1,5 point)

e. Soit x € C telque |z| < 1.Alaide du produit de Cauchy de Z ™ par elle-méme,

+oo 1
n o £ .
montrez que E (n+1)z" = g (1 point)

n=>0

Réviser avant le controle : séries numériques et familles

sommables

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Séries numériques » en maths sup et « Familles sommables »
en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries numérigues, familles sommables.

Retrouvez tous les contréles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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