Contréles de maths sup

Controle de maths sup : probabilités finies,
espérance et variance

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitres : Probabilités sur un univers fini et variables aléatoires + Espérance, variance et
inégalités probabilistes
e Durée conseillée : 3 heures

Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 3 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 6 points)

e Compétences évaluées :

o Modéliser une expérience aléatoire par des événements et des variables aléatoires

o

Calculer avec les probabilités totales, la formule de Bayes et la loi d'un couple
o Raisonner sur I'indépendance d'événements et de variables

o

Calculer une espérance par linéarité et une variance a Il'aide des covariances

o

Majorer une probabilité par les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Calculatrice interdite.

Dans tout le sujet, (12, P) désigne un espace probabilisé fini.

a. Soit {Aj,..., Ap) unsystéme complet d'événements de probabilités non nulles et B un
événement. Enoncez et démontrez la formule des probabilités totales, puis la formule de Bayes
donnant P p{Ag) lorsque P({B)>0. (1,5 point)
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b. Enoncez et démontrez I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire réelle positive, puis
déduisez-en I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. (1,5 point)

Exercice 2 : Un test de dépistage (3 points)

Une maladie touche 2 % d'une population. Un test de dépistage est positif chez 95 % des personnes
malades et négatif chez 90 % des personnes saines. On choisit une personne au hasard et I'on note
M I'événement « la personne est malade » et I I'événement « le test est positif ».

a. Calculez P{T"). (1 point)

b. Calculez la probabilité qu'une personne dont le test est positif soit malade. Donnez-en une valeur
approchée a 0,01 prés et commentez. (1 point)

c. On fait passer un second test a la personne. On admet que, conditionnellementa A& comme a
AT . lesrésultats T'1 et ' des deux tests sont indépendants et suivent les proportions ci-
dessus. Calculez PTl a TQ{M:‘ sous forme de fraction, puis donnez-en une valeur approchée a
0,01 pres. (1 point)

On lance deux dés équilibrés a quatre faces, numérotées de 1 a 4, de facon indépendante. On note L}q
et Dg lesrésultats, X = min(Dq, Dg) et ¥ = max(Dyq, Dg).

a. Déterminez la loi conjointe du couple {X, Y} et présentez-la sous forme de tableau. (1,5 point)

b. Déduisez-en les lois marginales de X etde ¥, puis vérifiezque F{X)+ E(¥) =5.(
point)

C. Lesvariables X et ¥ sont-elles indépendantes ? (0,5 point)



d. On considére les événements A :« I estpair», B :« Dy estpair»et & :«
D + Dq estpair» Montrezque A4, B et ' sontdeux adeux indépendants, mais qu'ils
ne sont pas mutuellement indépendants. (1 point)

Une piece tombe sur pile avec une probabilité p € ]D, 1[ inconnue. On la lance 7 fois de facon

indépendante et I'on note &4, le nombre de piles obtenus et F, = % la fréquence de piles.

a. Donnez la loide Sy enjustifiant, puis calculez E{Fy) et V{(F,). (15 point)

b. Montrezque p(l—p) < % , puis que, pour tout £ >0,

1
P(an _pl > 5) < Ane?
(1 point)

c. Déterminez un nombre de lancers 7 qui garantit P(|Fn —p = D,DS) < 0,05, quelle que soit
la valeur de P . (1 point)

d. Avec ce nombre de lancers, on obtient 1 100 piles. Que peut-on dire de I ? La piéce vous parait-
elle équilibrée ? (0,5 point)

Soit 1 > 2.0n choisit une permutation & de [[1, n]] selon la loi uniforme sur le groupe symétrique

Sy .Onnote IV le nombre de points fixes de ¢, c'est-a-dire le nombre d'entiers 7 tels que
oft) = 4.Pour 7 € [[1,n]] ,onnote X; lavariable indicatrice de 'événement {o(z) = 1}.

a. Justifiez que P{g@ = 3':] = % pour tout 3z , en dénombrant les permutations qui fixent 3 . (1
point)
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b. Exprimez IV alaidedes X; etdéduisezen E(IN'). (0,5 point)

c. Pour i3 7, calculez Po(3) = 4 et o(7) = 7), puisla covariance Cov( Xy, X ;). Les
variables X ; et Xj sont-elles indépendantes ? (1,5 point)

d. Démontrezque V(IN) = 1, quel que soit n > 2. (1,5 point)
e. Al'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrez que P(N > 3:1 < % . (0,5 point)

f. Danslecas m = 4, déterminezlaloide IV et retrouvez directement FE{IN) =1 et
V{IN) = 1.(1 point)

Réviser avant le controle : probabilités finies, espérance et

variance

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Probabilités sur un univers fini » en maths sup et « Espérance
et variance » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés probabilités sur un univers
fini, espérance et variance.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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