Contréles de maths sup

Controle de maths sup : permutations et
déterminants

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitre : Groupe symétrique et déterminants

Durée conseillée : 2 heures

e Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 3,5 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4,5 points)

e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer la multiplicativité du déterminant
o Calculer : décomposer une permutation et calculer sa signature
o Calculer : déterminants par opérations élémentaires et développement
o Chercher : établir une relation de récurrence sur un déterminant de taille n

Calculatrice interdite.

Soit F un [ -espace vectoriel de dimension # = 1 munid'une base B = I:E‘l, - En:l .On
admet que I'espace des formes 7. -linéaires alternées sur F est la droite engendrée par dfgt .

a. Soit u € L(F) . Montrezque @, (TyuTn) — dﬁt(“':ff“l:': ce ﬂ{ﬂin:‘) est une
forme 7 -linéaire alternée. Déduisez-en I'existence d'un scalaire, noté det 1, tel que
Yo = dEt{“:' dﬁegt , et exprimez-le a I'aide de 1 . (1 point)
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b. Démontrez que det(u o v) = det{w) det(v) pour wu,v € L{E), puis que
det{AB) = det(A) det(B) pour A, B € M_(K). (1,5 point)

c. Déduisez-en que, si A estinversible, alors det A ?é 0 et det(A_l) = de'lc I (1 point)

On considére la permutation ¢ € Sg définie par

(123 4 5678
41678925,

a. Décomposez & en produit de cycles a supports disjoints. (1 point)

FENe
~—

b. Ecrivez & comme produit de transpositions et déduisez-en sa signature &(¢}. (1 point)
c. Déterminez le plus petit entier m. = 1 telque o™ = id . (0,5 point)
d. Décomposez 2026 en produit de cycles a supports disjoints. (1 point)

e. Démontrez qu'un cycle de longueur & > 2 a pour signature (—1}}“"_1 et retrouvez E{J}. (0,5
point)

a. Pour a € R, calculez et factorisez  Afa) = . (1 point)

1
1
a

— 8=

—

b. Soient m > 2 et a,b deuxréels.Onnote MM lamatricede M, (R) dontles coefficients
diagonaux valent @ et tous les autres & . Montrez que



det M = I:r:r, +(n—1) b) (@ — b)”_l . (2 points)

c. Pour quelles valeurs du réel & les colonnes de la matrice de taille 7 ayant & surla diagonale et
1 ailleurs forment-elles une base de ™ ? (1 point)

Pour m > 1,onnote L), le déterminant de la matrice de taille 7 dont les coefficients diagonaux
valent 5, les coefficients situés juste au-dessus et juste au-dessous de la diagonale valent 2, et tous les
autres 0 :

J 2 0 0

2 D 2 ;
Dﬂ = 0 2 [\hspapace?]l.. g .

O ..Spslg;ﬁ,cel. 0 2 5

a. Calculez I et D . (0,5 point)

(o

. En développant selon la premiére ligne, montrez que D, = 510, 1 —4 D), 9 pour tout
n = 3.(1,5 point)

c. Déduisez-en une expression de I}, en fonctionde 7. (1,5 point)

d. La matrice correspondante est-elle inversible pour tout 7 = 1 ? (0,5 point)

Pour m = 2 et Tyy..,%n € [, on note V{:El, Cey ﬂ:n:l le déterminant de la matrice de taille
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7. dont la ligne 3 est (l, T $§., - ;]::1_1) _

a. Onpose P(X) = Vl::tﬁl, P ST X) . Montrezque P est un polyndme de degré au plus

n — 1, de coefficientde X n—1 égal a Vl::tﬁl, - $n_1:l ,quisannuleen Tii--ady_q
. Déduisez-en par récurrence que V{d:l’ o d:”:' - H {:E:." B :Ef:l . (2 points)
l<eg<m
b. Soient ¥1s- -4 Tn deux a deux distincts et Y5+ -4 ¥, € <. Montrez a I'aide de a) qu'il

existe un unique polynéme P € K,_1[X] tel que PI:SFE-} = Y, pourtout 3 . (I point)

11 1
c. Soit A = (% 23 %) Calculez det A grace a a), puis la comatricede 4 et 4—1.(1,5

point)

Réviser avant le controle : permutations et déterminants

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Groupe symétrique et déterminants » en maths sup puis

entrainez-vous avec les exercices corrigés groupe symétrique et déterminants.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths sup sur ce theme

e Controle de maths sup : probleme d'algebre linéaire type concours
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