Contréles de maths sup

Controle de maths sup : logique, ensembles et
applications

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitre : Logique, ensembles, applications et relations
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 3 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : choisir entre contraposée, absurde, analyse-synthese et récurrence forte
o Communiquer : écrire et nier des propositions quantifiées sans ambiguité
o Chercher : décrire des images directes et réciproques d'ensembles
o Démontrer : établir 'injectivité, la surjectivité ou une relation d'équivalence ou d'ordre

Calculatrice interdite.

Dans cet exercice, H, F et (G sonttroisensembles, f:E — F et g:F — G deux
applications.

a. Rappelez les définitions d'une application injective et d'une application surjective, en écrivant
chacune avec des quantificateurs. (1 point)

b. Démontrez quesi g © [ estinjective, alors f est injective. (1 point)
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c. Démontrez quesi g © f est surjective, alors & est surjective. (1 point)

d. Soit F unintervallede R et h:7 — R .Ecrivez la négation de la proposition suivante, sans
utiliser le symbole de négation :

Vex>0,

,3dn >0,

VY (z,y) € I?,

le—y|l < n = |h(z)-h(y)| < e

(1 point)

Pour chaque question, précisez en une phrase le type de raisonnement choisi avant de le rédiger.

a. Soit n £ IN.Démontrez par contraposition que si 5,2 — ] n'est pas divisible par &, alors n
est pair. (1,5 point)

b. Démontrez par I'absurde que le réel ln 2 est irrationnel. (1,5 point)

In 3

c. Démontrez par analyse-synthése que toute fonction f:R — R s'écrit de maniére unique
comme la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire. (2 points)

Exercice 3 : Une récurrence forte (3 points)

On définit la suite {uﬂ}ﬂ € | Par Up = 1 et pour tout entier n = 0,



n
un+1=u0+ul+...+un=kzouk+

a. Calculez Yy, o ‘Ug et U4, puis conjecturez une expressionde yn pour 1 = 1.(1
point)

b. Démontrez cette conjecture par récurrence forte. Expliquez pourquoi une récurrence simple ne suffit
pas ici. (2 points)

Onnote f:R — R lapplication définie par f(z) = z2 .

a. Déterminez f([—1,2]}, f_l{[lj-i]} et f_l{]—m,[j[}.(ljpoint)

b. Soit maintenant ¢ : & — F' une application quelconque, A une partiede FE et B une
partie de F' . Démontrez que @{p—1{B)) C Betque A C ¢ 1{p(A}) . Démontrez
ensuite que si ¢ est injective, alors @ 1((4)) = A . (1,5 point)

c. Onatoujours (A N A") C @(A) N @(A’) pour deux parties A et A/ de H.
Montrez, a I'aide de I'application [, que I'inclusion réciproque est fausse en général. (1 point)

Partie A. On note J la fonction définiesur R par g(x) = = e~ % et pour & et ¥ réels, on pose
z Ry sietseulementsi gi{zr) = g(v).

a. Démontrez que ‘R est une relation d'équivalence sur [ . (1 point)
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b. Etudiez les variations de J et ses limitesen —&0 eten oo . Déduisez-en le nombre
d'éléments de la classe d'équivalence d'unréel x,selonque = <0, x =1, ou
z € ]0,1[ U Ji,4o0[. (1,5 point)

Partie B. Sur [*,onpose a = b sietseulements'il existe un entier & > 1telque } = gk.

c. Démontrez que = est une relation d'ordre sur ¥, puis qu'elle n'est pas totale. (1,5 point)

Réviser avant le contréle : logique, ensembles et applications

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Logique, ensembles et applications » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés logique, ensembles et applications.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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