Contréles de maths sup

Controle de maths sup : dimension finie et formule
de Grassmann

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitre : Espaces vectoriels de dimension finie
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer la formule de Grassmann a partir du théoreme de la base
incompléte
o Calculer : déterminer une base et la dimension d'un sous-espace défini par des équations
o Chercher : privilégier les arguments dimensionnels pour prouver qu'une famille est une
base
o Modéliser : décrire les suites récurrentes linéaires d'ordre 2 comme un espace de
dimension 2

Calculatrice interdite. Dans tout le sujet, & estun [ -espace vectoriel de dimension finie 7. On note
(El, En, Exq E-i:' la base canonique de R4 .

a. Complétez sans justifier : « dans E! , toute famille libre de 7 vecteurs est ... ; toute famille
génératrice de 7. vecteurs est ... ». (0,5 point)

b. Soient F' et (& deux sous-espaces de F .Démontrez la formule de Grassmann :
dim(F + G) = dim F' + dim G — dim(F N G) . (2 points)
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c. Déduisez-enque F = F' @ G sietseulementsi F' G = {0} et
dim F' 4+ dim G = n . (0,5 point)

Dans [R% , on considére
F = [{:t?,y,,z,t} ERY:z+y+z+t=0etlx—y +25 = D} et
G = Vect(vy, vy) avec vy = (=L, 1, -1) et vy = (1,0,0,0).

a. Déterminez une base de F' et sa dimension. (1,5 point)
b. Vérifiezque dim (& = 2, puis déterminez F' [ {7 et sa dimension. (1 point)

c. Déduisezen dim(F + G), puis montrezque F + G = {(z, v, 2, : 2y —z,z +t = O} .
(1 point)

d. Montrez que Vect{el, 52} est un supplémentaire de  F' dans [R% . (0,5 point)

Dans [R4%,onpose Wy = (1,2,0,1), W = (2,1,1,0), Wq = (0,3, -1,2) et
wy = (1, -1,1,-1),

a. Exprimez W3 et W4 enfonctionde i et %Wq . Déduisez-en le rang de la famille
(wla Wy ta, w:}:' . (1,5 point)

b. Extrayez de cette famille une base de W = Vect(wl, W, Wa, ’UJ.&} . (0,5 point)

c. Complétez cette base en une base de [R% a l'aide de vecteurs de la base canonique, en justifiant.
(1 point)



d. Montrez que (1, X -2 (X - 2}2) est une base de  Ro[X], puis donnez les coordonnées de
X 2 dans cette base. (1 point)

Exercice 4 : Su

Dans R3[X],onconsidere F' = {P € R3[: P(1) = P(-1) = 0} et G = Ry[X].

a. Montrezque F' est un sous-espace vectoriel de [R3[X ], donnez-en une base et sa dimension.
(1,5 point)

b. Montrez que IRg[X] = F' & G parun argument de dimension. (1 point)

c. Décomposez X3 + X2 selon cette somme directe. (0,5 point)

Exercice 5 : Probleme : suites récurrentes linéaires d'ordre 2 (6 points

On note & I'ensemble des suites réelles {’Un:'n N telles que, pour tout n < [N,
Upyg = Ypgy T 2Un.

a. Montrez que & est un sous-espace vectoriel de RN . (0,5 point)

b. Soient @ et b lessuitesde & définiespar @g =1, a; =0 et bg=0, by = 1.
Montrez que (&, &) est une base de &.Quevaut dim & ? (1,5 point)

c. Déterminez les réels g non nuls tels que la suite géométrique {q”:l appartiennea & . (1 point)

d. Déduisez-en, par un argument de dimension, une deuxieme base de & et I'expression générale
d'une suite de & . (1 point)

e. Déterminez lasuite u € & telleque Uy = 0 et Uy = 3. (1 point)
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f. Soit JF I'ensemble des suites bornéesde & et G = {u €& : ugo = 0} . Montrez que
E=F P G.(1point)

Réviser avant le controle : dimension finie et formule de

Grassmann

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Dimension finie » en maths sup puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés dimension finie.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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