Contréles de maths sup

Controle de maths sup : borne supérieure et
convergence des suites

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitre : Nombres réels et suites numériques
Durée conseillée : 3 heures

e Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 3 points ; exercice 3 : 3,5 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5,5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : rédiger une preuve compléte avec quantificateurs
o Calculer : déterminer des bornes supérieures et inférieures
o Démontrer : établir une convergence par la définition avec epsilon
o Chercher : utiliser suites extraites et suites adjacentes

Calculatrice interdite. Durée conseillée de I'épreuve : 3 heures. La qualité de la rédaction et la précision
des quantificateurs entrent pour une part importante dans la notation.

a. Enoncez la propriété de la borne supérieure dans [. (1 point)

b. Soit A une partie non vide et majoréede [,et M unmajorantde A .Démontrez que
¥ e >0,
M = sup A sietseulementsi: da € A, . (1,5 point)
&> M —e

c. Démontrez que () est dense dans [ : pour tous réels & < ¥, il existe un rationnel T tel que
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T < T < Y. Vous pourrez utiliser la partie entiére et la propriété d'Archiméde. (1,5 point)

Pour chaque partie, déterminez la borne supérieure et la borne inférieure, puis dites si ce sont un plus

grand ou un plus petit élément.

a. A:{ni—l—l : HE[I‘J}.(lpoint)

b B = {%_i'% : (pq) € {[N*}Q}.(l point)

c. Soient A et B deux parties non vides et majorées de [ . On pose

b: A
A4+ B = { g;e Brx € ’} . Montrez que A 4+ B admet une borne supérieure et que
sup(A 4+ B) = sup A + sup B. (I point)

a. Onpose w4, = Z;T—_:_Bl pour 7 € IN.Démontrez, en revenant a la définition avec &, que

(up) convergevers 2.Donnezunrang IV explicite en fonctionde €. (1,5 point)

b. Soit () une suite qui converge vers unréel £ > 0. Démontrez qu'il existe unrang IV tel

que U, }% pour tout 7 = IN . (0,5 point)

c. Onpose Uy = cos(%—ﬂ) . A l'aide de deux suites extraites bien choisies, montrez que la suite

(vy) diverge. (1,5 point)



Pour m = 1 ,onpose:

& —

T
1
Up = ) ki €6 Un = Un + gy
k=0

a. Montrez que la suite () est strictement croissante. (0,5 point)
b. Montrez que la suite (vy) est strictement décroissante. (1,5 point)

c. Déduisez-en que les suites {1y ) et (uy) convergent vers une méme limite £ .0On admet que
£ = e.(0,5 point)

d. On suppose par l'absurde que ¢ = g avec p € N¥ et g € IN* . En encadrant e par UYg
et UYg, puis en multipliant par g - q! , obtenez une contradiction. Concluez. (1,5 point)

Partie A : valeurs d'adhérence. On appelle valeur d'adhérence d'une suite {1ty ) toute limite d'une
suite extraite de  {y ) .

1. Enoncez le théoréme de Bolzano-Weierstrass. (0,5 point)

2. Soit {uﬂ} une suite bornée qui admet une unique valeur d'adhérence ¢ . Démontrez par
l'absurde que (wuy) converge vers £. (1,5 point)

Partie B : moyennes de Cesaro. Pour une suite réelle {un}ﬂ = 1,o0npose, pourtout 7 =1 :
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3. Onsuppose que [y ) converge vers 0 .Démontrez, en rédigeant avec £, que (Cy)
converge vers (0. (1,5 point)

4. Déduisez-en quesi (wuy) converge versunréel £, alors (cy,) converge vers ¢ .Montrez
ensuite, par un exemple, que la réciproque est fausse. (1 point)

5. Soit () unesuite telle que n41 ~ Un tend versunréel o .Démontrez que % tend
vers . (1 point)

Réviser avant le controle : borne supérieure et convergence des

suites

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Nombres réels et suites » en maths sup puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés nombres réels et suites.

Retrouvez tous les contréles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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