Contréles de maths sup

Controle de maths sup : applications linéaires et
théoreme du rang

Fiche du controle

¢ Niveau : maths sup (MPSI)

Chapitre : Applications linéaires et théoreme du rang
Durée conseillée : 3 heures

e Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 3,5 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 4,5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer la caractérisation des projecteurs par p? = p
o Calculer : déterminer noyau et image d'une application linéaire
o Chercher : exploiter le théoreme du rang et les arguments de dimension
o Communiquer : rédiger une preuve par double inclusion ou par dimension

Calculatrice interdite.

Soit & un [K-espace vectoriel( ¥ = R ou C).Onnote id l'identité de & .

a. Soient F et (& deux sous-espaces supplémentaires de & . Définissez le projecteur I sur
F' parallelementa (3, puis montrez que P estlinéaireetque P ° P = P . (1 point)

b. Réciproquement, soit p € L{F) telque P ©P = P .Montrez que
Im p = Ker(p —id) . (1 point)
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c. Montrezque E = Ker p & Im p . (1,5 point)

d. Concluez que F estle projecteur sur Im ¢ parallélementa Ker p . (0,5 point)

On considére I'application  f :R3 — R3 définiepar flz,y,2) =z —v, yv—2, z—x).

a. Montrez que f est un endomorphisme de [R3. (0,5 point)

b. Déterminez Ker f et donnez-en une base. (1 point)

c. Déduisez-en le rang de  f, puis montrez que Im f = {{a, bc) € R¥a+b+c = D} (1
point)

d. Les sous-espaces Ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans [R2 ? (0,5 point)

e. Montrez qu'il n'existe aucun endomorphisme & de R2 telque Ker g = Im g . (0,5 point)

Soit n > 3 unentier. Pour P € Rp[X ], onpose A(P) = P(X +1)— P(X).

a. Montrezque A est un endomorphisme de R,,[X]. (0,5 point)

b. Pour & > 1, montrez que d{X}:) est de degré %k — 1 et de coefficient dominant k% .
Déduisez-en que, si P estdedegré d = 1, alors d{P} estde degré o — 1. (1 point)

c. Déterminez Ker A. (1 point)

d. Montrez que Im A = R,,_1[X]. (1 point)



e. Montrezque An+l — g etque A" ?é 0. (0,5 point)

f. Montrez qu'il existe un unique P € Ry[X] telque A(P) = X2 et P(0) = 0. Vérifiez
N

XOC—1D02X —1)
6

, puis déduisez-en la valeur de Z k2 pour tout entier
k=0

que p —
N = 0.(1 point)

Soit B = F(R,R) I'espace des fonctionsde R dans R.Onnote P le sous-ensemble des
fonctions paires et I celui des fonctions impaires. Pour f € FE, on définit s{f) par

s(f)(x) = f{—z) pourtout réel z.

a. Montrez que 5 estlinéaireetque s o s = id . (0,5 point)
b. Déterminez Ker(s —id) et Ker(s +1d). (0,5 point)

c. Montrezque F = P & I ,puisque 5 estlasymétrie parrapporta P parallelementa T
. (1 point)

d. Exprimez le projecteur P sur P parallélementd T alaidede s, puiscalculez plexp) et
(1d — p)(exp). (1 point)

Soit E un [ -espace vectoriel de dimension finie 7 = 1 et u £ E{E} .Onpose 0 —id,
puis, pour toutentier k& > 0, N = Ker uk et dp = dim N .

a. Montrezque Np C INg41 pourtout k& = 0.(0,5 point)

b. On suppose qu'il existe p = 0 telque Np = N p41. Montrezque Np+1 = Npy3,
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puisque NNg = Np pourtout & > p. (1,5 point)

c. Montrez qu'il existe un plus petit entier 1 telque N, = Nyr11,que r < n etque
dg <dy <...<dp.(1point)

d. On suppose % nilpotent, c'est-a-dire qu'il existe m = 1 telque "™ = (. Montrez que
w"™ = 0.(0,5 point)

e. Exemple : soit D la dérivation sur R,[X ], espace de dimension n -+ 1. Déterminez
Ker Dk pour 1 < k < n 41, puis l'indice de nilpotence de I . La majoration de la
question d) peut-elle étre améliorée en général ? (1 point)

Réviser avant le contréle : applications linéaires et théoreme du
rang

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Applications linéaires » en maths sup puis entrainez-vous avec
les exercices corrigés applications linéaires.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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