Contréles de maths spé

Controle de maths spé : suites et séries de fonctions

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)
Chapitres : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme + Séries de fonctions

Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 6 points ;
exercice 4 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : distinguer convergence simple, uniforme et normale et choisir le bon mode
o Calculer : étudier la borne supérieure d'une fonction par un tableau de variation
o Chercher : localiser un intervalle sur lequel les hypotheses de domination sont satisfaites
o Communiquer : citer les théorémes de continuité, de double limite et de dérivation avec
leurs hypotheses

Calculatrice interdite.

Dans tout I'exercice, I estunintervallede [ et {fﬂ:l une suite de fonctions de [ dans [.

a. Enoncez le théoréme de la double limite pour une suite de fonctions définies sur I, au voisinage
d'un point @ adhérenta I (éventuellement infini). (1 point)

b. On suppose que chaque fn est continue sur I et que {fﬂ} converge uniformément sur I
vers une fonction f . Démontrez que | est continue sur I . (2 points)
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Pourtout n > 1 ettout x € [0,1],onpose [, (z) = 2" (1-x) et g,(x) = nz™ (1-3).
La figure ci-dessous représente fl, fg, f4 et fl[]-
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a. Déterminez la limite simple de {fﬂ:‘ sur  [0,1] . (0,5 point)

b. Dressez le tableau de variation de  f, sur [0,1] et calculez |fn|m - . éu[% 1] F @

(1,5 point)

c. Déduisez-en que {fﬂ} converge uniformément sur [EI, ] et donnez un équivalent de |fﬂ|gO
. (1 point)

d. Montrez que {gn) converge simplement vers la fonction nulle sur [D, ] , mais pas
uniformément. Montrez ensuite que la convergence est uniforme sur [0,a] pourtout @ € [0,1].
(1,5 point)

+co
e. Calculez lasomme S(x) = 2 f (@) pour z € [0)1]. La série de fonctions Z i

n=1



converge-t-elle uniformément sur  [0,1] ? (0,5 point)

—nr

+o0o
Pourtout m € N ettout x > 0, onpose un,(x) = m,et onnote S(x) = Z U (T) .
n=10

a. Montrez que la série Z Ugq converge normalement sur [D,—|—r:o[ . Déduisez-en que S est
définie et continue sur [0, . (1 point)
—I
b. Déterminez la limite de .5 en 400, puis montrez que S{x) — 1 ru ET quand
r — oo . (1,5 point)

c. Montrezque S estdeclasse ¢l sur ]0,+co| etexprimez S’{a:} comme la somme d'une
série. (1,5 point)

. n 1 1
d. Pour x >0, on écrit [+n2 = B~ p{i4n2) POUr 7 = 1 . Montrez que

SII:;E:I = In(1—e=%) + B(x) ,ou B estune fonction bornée sur ]0,4+co[ . Déduisez-en
que 5’(;1?} ~ lnz quand 5 —s 01, puisque § n'est pas dérivable en 0. (2 points)

+co 1 +co (_1)n+1
Pour x>1,onpose ¢(z) = Z 7. On admet que Z —s— =1In2.
n=1 n=1

a. Justifiez que ¢ est définie sur 1,400 . Montrez que la série converge normalement sur
[@,400[ pourtout a > 1,puisque ¢ estcontinuesur [1,4+oo[ . (1 point)

b. Déterminez la limite de g en —+co. (0,5 point)
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C. Montrez que { est de classe ¢l sur ]1,—|—r:o[ et qu'elle y est strictement décroissante. (1,5
point)

d. Al'aide d'une comparaison série-intégrale, établissez que, pour tout = =1 :
1 1
r—1 < C($) <1+ r—1

Déduisez-en un équivalent de  {{z) quand r — 1. (1,5 point)

+oo (_1:]1"1+1
e. Pour = > 1,onpose Fiz)= Z —n% . Montrezque F(x) = (1 — 21—51?){“{;1:} pour
n=1
x>1,puisque F estcontinuesur [1,+co[ . Retrouvez alors la limite de (x—1) {(x)

quand s —s 17T . (1,5 point)

Réviser avant le controle : suites et séries de fonctions

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Suites de fonctions » en maths spé et « Séries de fonctions »
en maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés suites de fonctions, séries de fonctions.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.


https://mathovore.fr/corrige-controle-maths-spe-suites-series-fonctions-convergence-uniforme
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/controle-maths-spe
https://mathovore.fr/controle-maths-spe
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths

