Contréles de maths spé

Controle de maths spé : polynome minimal, noyaux
et Cayley-Hamilton

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Polyndmes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 4 points)

e Compétences évaluées :

o Raisonner : démontrer le lemme de décomposition des noyaux a l'aide de Bézout

o Calculer : déterminer un polyndme minimal, une puissance et un inverse polynomiaux

o Chercher : prouver une diagonalisabilité grace a un polyndme annulateur simplement
scindé

o Modéliser : codiagonaliser deux endomorphismes qui commutent

Calculatrice interdite.

Dans tout le sujet, K = [ ou ©C, FE estun [K-espace vectoriel de dimension finie 7 = 1, et
K., désigne le polyndme minimal d'un endomorphisme %% de FI .

a. Soit u £ LZ{E:I et P, Fr deux polyndmes premiers entre eux. Démontrez que
ker((Png)(u)) = ker(Pl(u)) @ ker(PQ(u)).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Indiquez comment on étend ce résultat a un produit de 7 polyndmes deux a deux premiers entre
eux. (3 points)

b. Enoncez le théoréme de Cayley-Hamilton. Qu'en déduit-on pour le degré de M., ? (1 point)

. Calculez 42, puis vérifiez que (A + I3)(A —213) = 0. (1 point)

Q

b. Déterminez le polyndme minimal de A . (1 point)

c. Justifiez que A est diagonalisable, déterminez son spectre et, a I'aide de la trace, la multiplicité
de chaque valeur propre. Donnez X 4 . (1 point)
d. Justifiez que A estinversible et exprimez 4 —1 comme polynéme en A . (0,5 point)

e. Pour n € N, déterminez le reste de la division euclidienne de X ™ par (X + (X —2).
Déduisez-en les coefficients de 4™ . (1,5 point)

a. Soit A € M_(R) telleque 43 — A.Montrezque A estdiagonalisable sur R et que
Sp(4) C {-1,0,1} . (1 point)

b. Avec la méme matrice A , démontrez que rg(A) = tr(A2) . (1 point)

c. Soit P un projecteur et s une symétriede F . A l'aide du lemme des noyaux, montrez que P
et s sontdiagonalisables, que rg(p) = tr(p) etque E = ker(s —id) @ ker(s +1d).
(1 point)



d. Soit B € M, (R) telle que B2 — —TI,, .Montrezque 7 estpair, que B n'estpas
diagonalisable sur [, mais qu'elle I'est sur . (1 point)

Soit w € L(E) et d ledegréde M, .Onnote Ku] = {Pu): P € KX]}.

a. Montrez que (id, w,. .., ud—1) estune base de K[u].Quelle est la dimension de K[u] ?
(1,5 point)

b. Montrez que %% est inversible si et seulement si JU,H{D} ?é 0,etquedanscecas u—1 € Ku].
Retrouvez le résultat de I'exercice 2 d). (1,5 point)

Soit 1 et v deux endomorphismes diagonalisables de F telsque 4w ow = v o u,

a. Montrez que chaque sous-espace propre E;‘{u} est stable par v. (0,5 point)

b. Onnote Y3 I'endomorphisme induit par ¥ sur () . Montrez que ¥}, est diagonalisable. (1
point)

c. Déduisez-en qu'il existe une base de F' formée de vecteurs propres communsa u et . (1
point)
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d. Application : on pose M = ([l"-,ll'aj.?'?] 51 ,}) et IV = ([Rra@r?] 1 %o ,}) . Vérifiez que
MN = INM , puis trouvez une matrice inversible P telleque pP—lpsp et p—lyp
soient toutes deux diagonales. (1 point)

e. Montrez la réciproque : si u et © sont diagonalisables dans une méme base, ils commutent. (0,5
point)
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Réviser avant le controle : polyndme minimal, noyaux et Cayley-

Hamilton

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Polyndmes d'endomorphismes » en maths spé puis entrainez-
vous avec les exercices corrigés polynémes d'endomorphismes.

Retrouvez tous les contréles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Controle de maths spé : DS de réduction des endomorphismes
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