Contréles de maths spé

Controle de maths spée : ouverts, fermés, adhérence
et continuité

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)
Chapitre : Topologie d'un espace normé et continuité

Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : utiliser les caractérisations séquentielles des fermés et de I'adhérence
o Calculer : déterminer une norme subordonnée et un vecteur qui I'atteint
o Représenter : décrire l'intérieur et I'adhérence d'une partie du plan sur une figure
o Modéliser : prolonger une égalité par continuité et densité

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans cet exercice, FE' et F sont deux espaces vectoriels normés. Une partie de & est dite fermée
si son complémentaire est ouvert.

a. Enoncez puis démontrez la caractérisation séquentielle des parties fermées de  F . (2 points)

b. Soit f:E — F continueet U/ unouvertde F'.Démontrezque fL(T7) estun ouvert
de & .Qu'en déduit-on pour l'image réciproque d'un fermé ? (1 point)
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Soit n > 2.0nmunit M, (R) delanorme M= Hi?,aj{ |mr.§j|.

a. Démontrez que I'application det: M, (R) — R est continue, puis que G.L,(K) estun
ouvertde M, (R}. (1,5 point)

b. Soit A € M, (R).Démontrezque A — % I, estinversible pour tout entier P assez grand.
Déduisez-en que G L, (R) est dense dans M, (R) . (1,5 point)

c. On admet que le rang d'une matrice est la taille maximale d'une matrice carrée inversible extraite
de celle-ci. Soit ¥ & {D, fs4.. .} n—l} . Démontrez que
Ry ={M € M,(R):rg M < r} estune partie fermée de M, (R} . (2 points)

On munit R2 de la norme euclidienne. On considére le demi-disque ouvert
D = [{:J:, y) ERZ: 22 4 yi<let y> D}, le segment 5 = [0, 2] x {0} et leur réunion
A=0DUS.
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a. Démontrez que I estunouvertde [R2 en I'écrivant a I'aide d'images réciproques. (1 point)

b. Déterminez l'intérieur de A . (1,5 point)

c. Déterminez I'adhérence de A . On pourra utiliser le point ¢ = ([j, %) . (1,5 point)

a. Onmunit R" de Flgg = mg'*}: |$E:|.Soit A= {aﬁ-}-) € Mu(R) et iz — Az

Démontrez que 1t est continue et que sa norme subordonnée vaut

n
llwll = max - 255 . (1,5 poiny

lizinjzl

b. Application : calculez ||| w ||| pour A = ([Haa@r?] % ‘ii 1_2 ) et donnez un vecteur = tel que

1Tlgy = 1 et 1Azl = || u]|. (05 point

c. sur C([0,1], R) munide '“co,onpose w(f) = f(1} — f{U). Démontrez que la forme
linéaire % est continue et calculez || @ ||| . (1 point)
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On conserve la norme de I'exercice 2 sur M, (R} . Pour M € M, (R}, on note
Xpg = det(X I'n — M),

a. Soient E et F deuxespacesnormés, f,g:E — F' continues, et A une partie dense
de F .Démontrezquesi f et g coincidentsur A, alors f = g. (1 point)

b. Soient A, B € M_(R) avec A inversible. Démontrezque X 4B = X34 . (1 point)

c. Onfixe B € M,(R) et = € R.Démontrez que les applications A — det(x I,, — AB)
et A — det{zx I,, — BA) sont continues sur M, (R) . (1 point)

d. Déduisez-enque X 4B = X B4 pourtoutes matrices A, B € M_(R) . (1 point)

e. Démontrez que I'ensemble P = {M = }ﬂ{[ﬁ} : M2 = J'V[} des matrices de projecteurs est
fermé. Est-il ouvert ? (1 point)

Réviser avant le controle : ouverts, fermés, adhérence et

continuité

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Topologie et continuité » en maths spé puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés topologie et continuité.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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