Contréles de maths spé

Controle de maths speé : normes, boules et normes
équivalentes

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Normes, espaces vectoriels normés et suites
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 3 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : vérifier les axiomes d'une norme, en particulier la séparation
o Calculer : comparer deux normes par des inégalités a constantes optimales
o Représenter : dessiner les boules unités des normes usuelles du plan
o Chercher : construire une suite qui prouve la non-équivalence de deux normes

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans tout le sujet, [ désigne [ ou ©C.Pour = = {,ﬂ:l, - :J:ﬂ:l e K", on pose
1Tl = Z [zl 1Ty = Z |$k|2 et Wloo = J2% =kl

a. Donnez la définition d'une norme sur un [K -espace vectoriel F . (1 point)

b. Démontrez que, pour tout r £ K™ :
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Vous citerez précisément I'inégalité utilisée pour la troisieme inégalité. (2 points)

I
]
=

e
=
)
D
®

soit B = CL([0,1],R).Pour f € E,on pose £l
N(f) = [FOI+17],-

a. Démontrez que W estune normesur F . (1 point)
b. Démontrez que |f|m < N(f) pour tout f € E . (1 point)

c. Al'aide des fonctions g T — ™  démontrez que les normes N et '“co ne sont pas
équivalentes sur  F! . (1 point)

P —  sup

t € [0,1] [P()] définit une norme sur  R[X] . (1 point)

d. Démontrez que

On se place dans [R24, munides normes ''{ et ''oo de l'exercice 1.

a. Représentez sur un méme dessin les boules unités fermées Bj = {u:1ul] < 1} et
B, = {u: g < 1}, enjustifiant leur forme. (1 point)

b. Démontrez que tlqay = Ity < 21Ul pourtout ¢ £ RZ, que les constantes 1 et 2 sont

optimales, puis que BOO(D, %) C By C B, . (1point)

c. Démontrez que, dans un espace normé gquelconque, toute boule fermée Bf{a, r:l est convexe. (1



point)

1
Soit F' = C([0,1],R) , muni de floo = SUP If] et ge fl; = f|f{j}| dt . On admet que ce
0

sont deux normes. Pour 1. = 2, on définit la fonction chapeau fn par:

S

IA
8

IA
—

fn($)=1—n|$—%|si(]§a:§%; fn($)=051

a. Démontrez que |f|1 < |f|oo pourtout f € F'. (0,5 point)
b. Justifiez que f,, € F', puis calculez |fﬂ|m et |fﬂ|1 . (1,5 point)
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c. Déduisez-en que lesnormes "1 et '"'oco ne sont pas équivalentes sur F' . (1 point)

d. La suite {fﬂ} converge-t-elle dans (5} 1} ?2dans (F v o) ?]ustifiez. (1 point)

Partie A. On munit Mo(R) de la norme N@M) = 1 Er?,aﬁ-{i 9 |mz’j|.

a. Démontrez qu'une suite {M;,;:l de matrices converge vers L pour IV sietseulementsi,
pour tous %, 7, la suite des coefficients ':Mk:'céj converge vers L5 . (1 point)

b. Rappelez la définition d'une valeur d'adhérence d'une suite d'un espace normé, et démontrez
qu'une suite convergente en posséde une seule. Soit A = ([Haa;r?] ? g;[j_l ) . Calculez 42
et A%, trouvez quatre valeurs d'adhérence de {Akj et concluez sur sa nature. (1,5 point)

H J— ]_' i 1 & _]. _ . - .

c. Soit B = 7| [\aay?]]p { ).Onnote Rg = (cosd —sinf sind costrd ) etl'on

admet que Hg Hp = Hp Ww . Ecrivez R sous la forme 2 Hp , puis démontrez que
{Bk} converge vers la matrice nulle. (1,5 point)

Partie B. Dans [2 munide '“co ,on considére la suite définie pour 71 = 1 par:

£

(—1)" +

U, =
}CDS(Q%E

d. Déterminez I'ensemble des valeurs d'adhérence de (., ) . Vous étudierez les suites extraites
(UBP + ’-'":'P pour T &£ {D, 1,.. -1-: 5} , puis vous démontrerez qu'il n'y en a pas d'autres. (2
points)



Réviser avant le controdle : normes, boules et normes équivalentes

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Espaces vectoriels normés » en maths spé puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés espaces vectoriels normés.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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