Contréles de maths spé

Controle de maths spé : intégrales généralisées et
intégrabilite

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Intégrales généralisées et fonctions intégrables
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer les criteres de Riemann et le théoreme de comparaison des
fonctions positives
o Calculer : mener une intégration par parties ou un changement de variable sur un
intervalle ouvert
o Chercher : trouver une fonction de comparaison adaptée au voisinage d'une borne
o Communiquer : distinguer intégrale convergente et fonction intégrable

Calculatrice interdite.

a. Soit o € R . Enoncez et démontrez une condition nécessaire et suffisante sur & pour que

+oo 1
dt conver i dt 2 poi
10 ge, puis pour que 1B converge. (2 points)
1 0

b. Soit f et § deux fonctions continues par morceaux sur [a,b] ,avec b € R U {400}, telles
que 0 < f < g.Enoncez et démontrez le théoréme de comparaison reliant I'intégrabilité de f
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acellede 9. (1,5 point)

c. Enoncez la version de ce théoréme utilisant un équivalent au voisinage de & . (0,5 point)

Soit a € R et f, () = z%Inz pour = € ]0,1].

a. Montrez que [ estintégrable sur ]0,1] sietseulementsi a > —1. (2 points)

1
b. Pour a > —1, calculez f % ln = dx par une intégration par parties sur [g, 1], avec
1]

e € |0,1[ . (2 points)

La figure ci-dessous représente la fonction + s % sur [l, 4[]] , encadrée par les courbes de

a:—>}—reta:—>—%-
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+oo
a. Al'aide d'une intégration par parties sur [1, X'], montrez que l'intégrale f st T
1

dx
converge. (1,5 point)

l—cosldrx

b. Justifiez que |sin z| > sin? r = 5 , puis montrez que la fonction 5 —y HRLZ n'est

pas intégrable sur [1,+0o[ . (2 points)

4o
c. Pour X > 1, o0npose R(X) = f T"’L t . Montrez que |R{X ) < 3 - (0.5 point)
X

+oo
Pour n € IN,onpose I, = fﬁne_tdt.
]

a. Montrez que Jf, est bien définie. (1 point)
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b. Etablissez une relation entre fni1 et I, ,puiscalculez Ty . (1,5 point)

c. Par le changement de variable ¢ — 2, dont vous justifierez la validité, calculez
4o

f ydn+l e—u gy, . (1,5 point)
0

+co
Pour x = 0, on pose R(z) = f e—t2 Jf.
T

a. Montrez que R(z) est bien défini, que R estdeclasse ¢l sur [0,+oo[ etcalculez R'(x).
(1 point)

+oo
— 42
b. Pour x > (0, montrez que R(z) = Eg - f % dt - Déduisez-en que R(z) ru
T
T

g—x?
2z

quand x — +o0 . (2 points)

“+oo
c. Montrez que f H{;p) dx converge et calculez sa valeur. (1 point)
0

Réviser avant le controdle : intégrales généralisées et intégrabilité

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Intégrales généralisées » en maths spé puis entrainez-vous


https://mathovore.fr/corrige-controle-maths-spe-integrales-generalisees-fonctions-integrables
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-cours-maths-spe

avec les exercices corrigés intégrales généralisées.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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