Contréles de maths spé

Controle de maths spé : intégrales a parametre et
fonction Gamma

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Intégrales a parametre
Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 8 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : énoncer les théoremes de continuité et de dérivation sous le signe intégrale
o Chercher : construire une domination locale sur un segment ou une demi-droite
o Calculer : intégrer par parties sur un intervalle ouvert et résoudre une équation
différentielle
o Communiquer : vérifier par écrit chaque hypothese avant d'appliquer un théoreme

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans cet exercice, A estunintervallede R, I unintervallede Ret f:Ax T — C.

a. Enoncez le théoréme de continuité d'une intégrale & paramétre g(z) = f flz, t)dt , avec

I
I'hypothese de domination. (1 point)
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b. Enoncez le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, qui donne la classe ¢71 de g et
l'expression de g’ . (1 point)

+oo
c. On pose h{@ = f e—It d+ pour x > 0. Montrez qu'il n‘existe aucune fonction intégrable

0
@ sur [0, +oof telleque e~ %t < f) pourtout £ >0 ettout ¢ > O.Expliquez
comment on prouve malgré tout la continuité de A sur ]D, —|—r:o[ par le théoréme de a). (1
point)

+co +%0
On admet que f e—t?dt = % .Pour x € R,onpose F(r) = f e—t? cos(rt) dt .
0 0

a. Montrez que F' est définie et continue sur [K. (1 point)

b. Montrezque F' estdeclasse ¢l sur [ etexprimez F’{:J:} sous forme d'une intégrale. (1,5
point)

c. Al'aide d'une intégration par parties soigneusement justifiée, montrez que F'FI:J?EI = —% F(z)
pour tout réel . (1,5 point)

d. En déduire I'expression de F{:t?:l pour tout réel . (1 point)




a. Montrez que (& est définie et continue sur [0, +00[ et calculez G(0). (1 point)

b. Montrez que G estdeclasse (2 sur |0, +oo[ etque Gz + Gx) = :1_1: pour tout

x = 0. (1,5 point)
C. Montrez que (0 < G{;p) < ;1_1: pour x =0 eten déduirelalimitede (< en —oo. (0,5 point)

d. A l'aide du changement de variable w = xt et du théoréme de convergence dominée, montrez
que G@;} N % quand x — Joo . (1 point)

+co
On pose, lorsque I'intégrale converge, j"{;p) — f $x—1 c—1 4+ .
0

a. Domaine. Montrez que ¢ — $=—1 ¢—t estintégrable sur ]0, +oa[ siet seulement si
x = 0. (1 point)

b. Relation fonctionnelle. Montrez que I'(x + 1) = = I'(z) pourtout z >0, puis calculez
I'fn + 1) pour n € N. (1 point)

c. Régularité. Montrez que I estdeclasse ¢ sur |0, +co[ etque, pourtout k& € N,
+oo

e (x) = f (In t)k to—1 g—t d¢. On utilisera une domination sur tout segment [a, b]

0
inclus dans |0, +oof . (2 points)

d. Convexité. Montrez que I' est convexe, puis, a I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que
P’(x}g < P(a:} 1"”(;1:;1 . En déduire que 1n I est convexe sur ]D, —I—-::o[ . (1,5 point)

e. Variations. Montrez que 77/ s'annule en un unique réel o etque o € ]1, 2[. Dressez le
tableau de variations de I" et déterminez sa limite en oo . (1 point)

f. Comportement en 0. Montrez que 1"(@ . :1_1: quand  —s 07T . (0,5 point)

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

B2

) o

) . (1 point)

b2

g. Une valeur. A l'aide du résultat admis dans |'exercice 2, calculez P(

Réviser avant le contréle : intégrales a parametre et fonction

Gamma

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Intégrales a parametre » en maths spé puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés intégrales a parametre.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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