Contréles de maths spé

Controle de maths speé : éléments propres et
polynéme caractéristique

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Eléments propres et polyndme caractéristique
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer que des sous-espaces propres sont en somme directe
o Calculer : obtenir un polyndme caractéristique et un spectre selon un parametre
o Représenter : exploiter une matrice triangulaire par blocs associée a un sous-espace
stable
o Chercher : utiliser la commutation pour trouver des sous-espaces stables

Calculatrice interdite.

Dans tout le sujet, KK = R ou T, E estun [ -espace vectoriel de dimension finie n = 1, etle
polyndme caractéristique d'une matrice A € M, (K) est x4 = det(X T, — A).

a. Soit wu € L’,(E} et A1,... Ap desvaleurs propres de U deux a deux distinctes. Démontrez
que la somme By () + ... 4 F () est directe. (2 points)

b. Démontrez que X 4 est un polyndme unitaire de degré 1, dont le coefficient de  x m—1 vaut
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—tr{A} et le coefficient constant vaut (—1}ndet{A} . (2 points)

1 0 m
Pour m € R,onpose A,, = [i]% [i] :

a. Calculez le polyndéme caractéristique de A, sous forme factorisée. (1 point)

b. Selon la valeur de m , déterminez le spectre réel de A, et la multiplicité de chaque valeur
propre. (1,5 point)

c. Onprend . = 1.Déterminez une base de chaque sous-espace propre de A1 . (1,5 point)

d. Onprend m = —4.Déterminez le spectre complexe de A _4 et un vecteur propre associé a
la valeur propre de partie imaginaire strictement positive. (1 point)

a. Soit M = ([\ra;r?] Slgf‘:f?,}) avec A € Myp(K) et D € Mg(K).Enadmettant que

det M = det A x det D, montrezque Xpf = X4 X 3. (0,5 point)

b. Soit w € L(F) et F unsous-espacede K stable par 1, non réduita {0}. Montrez que
le polyndme caractéristique de I'endomorphisme induit * & divise *, . (1 point)

c. Déterminez le polyndme caractéristique et le spectre de
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(1,5 point)

d. Trouvez un vecteur propre de M4 associé a la valeur propre 4. (1 point)

Soit et w deux endomorphismesde F telsque uwov = ¥ ou.

a. Montrezque ker w, Im w etchaque sous-espace propre F(u) sontstables par v. (1
point)

b. On suppose que u possede 71 valeurs propres distinctes. Montrez que tout vecteur propre de u
est aussi un vecteur propre de . (1 point)

c. Déterminez toutes les matrices B € M3(K) qui commutentavec D = diag(l,2,3). (1
point)

Soit A et B deux matricesde M, (K).

a. Onsuppose A inversible. Vérifiezque A B = A{BA}A_l, puis déduisez-en que
XaB = XB4.(1point)

b. Sans hypothese sur A , montrezque A B et BE.A ontles mémes valeurs propres non nulles.
(1 point)

¢. Montrez que 0 est valeur propre de A B si et seulement si 0 est valeur proprede £E.A4 . (0,5
point)

d. Onprend n =2, A = ([l"-,ll'aj.?'?] é‘%é% ,}) et B = ([Hra},r?]g glﬂ,}).Calculez AEB
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et BA , leurs polynOmes caractéristiques et la dimension de leurs sous-espaces propres. Les
matrices A B et B4 sont-elles semblables ? (1 point)

e. Déduisez de a) que tr{AB) = tr(BA) lorsque A estinversible. (0,5 point)

Réviser avant le contréle : éléments propres et polynéme

caractéristique

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Eléments propres » en maths spé puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés éléments propres.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Controle de maths spé : DS de réduction des endomorphismes
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