Contréles de maths spé

Controle de maths spé : convergence dominée,
intégration terme a terme

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Convergence dominée et intégration terme a terme
Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : vérifier par écrit chaque hypothése du théoreme de convergence dominée
o Chercher : trouver une fonction dominante intégrable indépendante de n
o Calculer : développer une fonction en série puis intégrer terme a terme pour obtenir une
somme exacte
o Communiquer : énoncer précisément les théoremes d'interversion limite-intégrale et
série-intégrale

Calculatrice interdite.

Dans cet exercice, [ estunintervalle de [ et les fonctions sont a valeurs réelles ou complexes.

a. Enoncez précisément le théoréme de convergence dominée pour une suite de fonctions {fﬂ:l
définies sur I . (1,5 point)

b. Enoncez précisément le théoréme d'intégration terme a terme pour une série de fonctions

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Z f,, définiessur I . (1,5 point)

k1)
T
Pour m > 1,onpose I, = f(l —%) dt etondéfinit [, sur [0,4co[ par
0

Ft) = (1 _ %)ﬂ si. t € [On] et fﬂl:ﬁ:l = 0 si £ n.Lafigure représente quelques
mn

fonctions fﬂ et la fonction # — e—1 .

a. Déterminez la limite simple de  (f,,) sur [0,+co[ . (1 point)

b. Montrez que In{1—w) < —u pourtout u € [0,1[. Déduisez-enque O < f (t) < et
pour tout ¥ > 0. (1,5 point)

c. Déterminez la limite de {Iﬂ} en vérifiant chaque hypothese du théoreme utilisé. (0,5 point)



d. Calculez [, directement et retrouvez ce résultat. (1 point)

1+mn2:t2

a. Soit f une fonction continue sur [D,l] .Pour m = 1,o0npose K, = f n f(t) dt . A

0
l'aide du changement de variable w = nt, montrezque K, — % F(0) . (2,5 points)

1
b. Pour m = 1,onpose J, . — di Montrezque =l —J.1 = “U dv , pUis que
' - L A S ( n) = | itu
0 0
Jo = 1“ 2 + ,9( ) (1,5 point)

Exercice 4 : Une intégrale calculée comme somme de série (4 points

+ oo 1 2 e
On admet que Z =5 ? Onpose g(t) = 77 pour t>0.

a. Montrez que § est intégrable sur ]0,4co[ . (0,5 point)
+co

b. Montrez que, pour tout £ >0, gt} = Z t e—"t (1 point)
n=1

+oo
c¢. Calculez f te—nl g pour m = 1, puis justifiez I'intégration terme a terme. (2 points)
0

+oo
d. Déduisez-en la valeur de f
0

dt (0,5 point)
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0 n=1

. Montrez que la fonction A& :t — In(t)In{1—%) se prolonge par continuité sur [0,1] . Déduisez-
enque I, est bien définie. (1 point)

1
. Pour n € IN, calculez fﬁ"”’ In £ dt . (1 point)
0

. Ecrivez A{t) comme la somme d'une série de fonctions positives sur |0,1[ , puis justifiez que

+oo ]
L = (1, |
E_ n(nt1)? (1,5 point)
n=1
Vérifi L =4 L1 is calcul L . (1,5 point,
. Veérifiez que n(n+1)2_” n+1 Ii‘lrl_i_ljg,pwscacuez . (1,5 point)

Réviser avant le controdle : convergence dominée, intégration

terme a terme

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Convergence dominée » en maths spé puis entrainez-vous

avec les exercices corrigés convergence dominée.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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