Contréles de maths spé

Controle de maths spé : compacité, connexité par
arcs, dimension finie

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Compacité, connexité par arcs et dimension finie
Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : prouver |'existence d'un extremum par compacité
o Chercher : construire un chemin continu entre deux matrices inversibles
o Calculer : établir ou infirmer la continuité uniforme sur des exemples
o Communiquer : exploiter la dimension finie en citant I'équivalence des normes

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Une partie A d'un espace normé est dite compacte si toute suite d'éléments de K admet une suite
extraite qui converge dans K .

a. Enoncez et démontrez le théoréme des bornes atteintes pour une fonction f continue sur une
partie compacte non vide K , a valeurs réelles. (2 points)

b. Soit E un [K-espace vectoriel de dimension finie 1 = 1, de base {El, e En), et
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NOO(Z z, Eé) = max |z;| . On admet que la sphere S = {x € E: Ny (z) = 1} est
compacte dans  (F, IN o) . Soit IV une norme sur F .

Démontrez qu'il existe € >0 telque N < C N, que IV estcontinuesur (B, N},
puis qu'il existe m >0 telque N = m N, . Enoncez le théoréme obtenu. (2 points)

Soit n > 2.0nmunit M, (R) delanorme M= Hi}&jx |mﬁ'j| , et I'on note
3

O0n(R) = [M € M,([\thbb?]RR}: MT M = 1,}.

a. Démontrez que (', (R) est une partie compacte de M., (R} . (1,5 point)

b. Soit & un espace normé de dimension finie, & unferménonvidede & et a £ A .On
note @, F) = $lng 1% — L1 Démontrez qu'il existe b £ F' tel que
la — bl = d{a, F'). (1,5 point)



c. Soit A € M, (R).Démontrez qu'il existe {2g € O,(R) tel que

tr{A ﬂﬂ:‘ = o .Ignaf;f;x([ﬁj tr{}l ”:' . (1 point)
ks

Dans cet exercice, 7. = 1 estun entier et les espaces de matrices sont munis d'une norme quelconque

(elles sont toutes équivalentes).

a. Soient A, B € GL,(C).Onpose P(z) = det({l —z) A+ z B) pour z € C.

Justifiez que P est une fonction polynomiale non nulle, qui ne s'annule nien [0 nien 1.
Construisez ensuite un chemin continu 7 : [0,1] = € ,avec ¥(0) = Oet (1) = 1, qui
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évite les racines de P . On pourra chercher () = ¢+t t {1 —t) avec ¢ réel bien
choisi. Concluez que G L, (C) est connexe par arcs. (2,5 points)

b. Démontrez que GL,(R) n'est pas connexe par arcs. (1,5 point)

c. Soit X une partie connexe par arcs d'un espace normé et f : X — R continue, a valeurs
dans Z.Démontrez que | est constante. (1 point)

a. Enoncez le théoréme de Heine. Déduisez-en que la fonction racine carrée est uniformément
continue sur [0, 1]. (1 point)

b. Démontrez que |vT — | < \/|z — y| pourtous =z, % = 0. Qu'en déduisez-vous sur
[0, +o0[ , qui n'est pas compact ? (1 point)

c. Démontrez que 1 —s 12 n'est pas uniformément continue sur [ . (1 point)

Soit . > 2.0nnote P = {M € }H{EC}} t M2 = JV[} et,pour r € {0..,n}, P,
I'ensemble des éléments de P derang T.0Onnote ., la matrice diagonale dontles T premiers
coefficients diagonaux valent 1 etles autres 0.

a. Démontrez que P est fermé. Démontrez que tout M & P estsemblabled J, avec
T =rg M etque tr M =rg M (1point)

b. Démontrez que P, = [Q J,Q Q€ GLn(ﬂ(@]} , puis que P, est connexe par arcs.
(1,5 point)

c. Démontrez que ’PT est fermé. Pour quelles valeurs de T est-il compact ? On pourra étudier
Jr 4+t Eq, pour t réel (1 point)



d. Démontrez que les composantes connexes par arcs de P sont exactement Pg, ..., Py, . (0,5
point)

Réviser avant le controdle : compacité, connexité par arcs,

dimension finie

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Compacité et connexité par arcs » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés compacité et connexité par arcs.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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