Contréles de maths spé

Controle de maths spé : adjoint, matrices
orthogonales et isométries

Fiche du controle

¢ Niveau : maths spé (MP)

Chapitre : Adjoint et isométries d'un espace euclidien
Durée conseillée : 2 heures 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 7 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer I'existence de I'adjoint et la stabilité de I'orthogonal
o Calculer : reconnaitre une matrice orthogonale et déterminer I'axe et I'angle d'une
rotation
o Représenter : interpréter géométriquement réflexions et rotations du plan et de I'espace
o Chercher : réduire une isométrie en blocs par récurrence sur la dimension

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Soit B! un espace euclidien de dimension 1 > 1, de produit scalaire noté ( - > et u £ L{E}

a. Démontrez qu'il existe un unique endomorphisme u* de E tel que
(ulz),y) = {z,u*(y) ) pourtous =,y € F .0On pourra utiliser le théoréme de
représentation des formes linéaires. (1,5 point)
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b. Soit 1 une base orthonorméede F et A la matricede % dans B . Montrez que la
matrice de u* dans B est Af T . (1 point)

c. Montrez que si un sous-espace F' de F! eststable par %, alors -l eststable par w*. (1,5
point)

L'espace [R3 est muni de sa structure euclidienne canonique et orienté par sa base canonique
I:El, €9, EB} . On considere

2 -1 2
2 —1].

A= |
-1 2 2

] L

a. Montrez que .4 est une matrice orthogonale. (1 point)

b. Calculez det A et en déduire la nature de I'endomorphisme f canoniquement associé & A .
(1 point)

c. Déterminez I'axe de f (1 point)

d. On oriente I'axe par le vecteur u = %{1, 1,1). Déterminez I'angle & € |—, ] de la rotation
., en utilisant la trace puis le signe de  det{u, e, f{e1)) . (1,5 point)

e. Déterminez le plus petit entier &k = 1 telque Ak = I3 .(0,5 point)

a. Dans 2 euclidien canonique, on note P le plan d'équation = —2y + 2z = 0 et s Ia
réflexion par rapporta P . Montrez que 5{3;} = 1 — 2{33’—1;} qn avec 1 = {1, -2, 2], puis
In

écrivez la matrice S de 35 dans la base canonique. Vérifiez que § est symétrique et



orthogonale. (1,5 point)

b. Montrez que les matrices de Gg{ﬂ?} sont exactement les matrices

R(0) = (cos® —sind sinvd cosf) et §(8) = ( cosf  sind ), 6 R,

sintr@ —cos@

et précisez la nature géométrique de I'endomorphisme de [R<2 associé a .5'{5'} . (1,5 point)

c. Calculez S{oj S{B) pour o, 8 € R et interprétez le résultat. (1 point)

Soit E un espace euclidien de dimension 7 > 1 et u € O(F) uneisométrie vectorielle de E! .

a. Montrez que ;* = ,—1 et que les seules valeurs propres réelles possibles de u sont 1 et
—1. (1 point)

b. Soit F' un sous-espace stable par . Montrez que u{F} = F' que F eststable par u*,
puis que F-L eststable par . (1 point)

c. Soit A la matrice de 1 dans une base orthonormée 7 . On considere une valeur propre
complexe A = a + b de M (avec b?é 0) et un vecteur propre associé Z = X 4+ 1Y
,ou XYV € R™ . Montrezque MX = aX —bY et MY = bX + a¥ .En déduire
que U admet toujours une droite ou un plan stable. (1 point)

d. Montrez par récurrence sur 7. qu'il existe une base orthonormée de F dans laquelle la matrice
de wu est diagonale par blocs, avec des blocs {1}, (—1) etdesblocs R(#) avec § € R.On

pourra utiliser I'exercice 3. (1,5 point)

e. Onsuppose n = 3 et detw = 1 .Déduisezde d) que 1 estvaleurproprede wu etqu'il

1 0 0
existe une base orthonormée ou la matrice de % est 0 cosfd —sinf |.@1 point)
0,sintrd cosd

f. Dans [R4 euclidien canonique, on considére B = . Justifiez que B est

1 0
orthogonale, puis déterminez une base orthonormée de R4 dans laquelle la matrice de

I'endomorphisme associé est diagonale par blocs de la forme précédente, en précisant ces blocs.
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(1,5 point)

Réviser avant le controdle : adjoint, matrices orthogonales et

isométries

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Isométries vectorielles » en maths spé puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés isométries vectorielles.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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