Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : tribus, mesures et fonctions
mesurables

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Tribus, mesures et fonctions mesurables
Durée conseillée : 1 heure 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer la continuité monotone d'une mesure a partir de la sigma-
additivité
o Chercher : décrire une tribu engendrée par ses atomes
o Calculer : évaluer la mesure de Lebesgue d'intersections décroissantes
o Communiquer : rédiger une preuve de mesurabilité par passage aux images réciproques

Calculatrice interdite. Documents interdits. Durée : 1 heure 30.

Soit (X, .A, ) un espace mesuré.

a. Soit {An:‘n > () une suite croissante d'éléments de _4 . Démontrez que

H(U An) = lim pu(Ady) , en utilisant la sigma-additivité de k. (2 points)
T

mn — oo

b. Soit {Bnln > 0 une suite décroissante d'éléments de A avec @ Bp) < +co . Démontrez
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que #(Q Bn) = . _lirﬂ_oo p(By) | (1 point)

c. Onnote X la mesure de Lebesgue sur R et By = [n, +oo] . Calculez A{By) et

}*(m Bn) . Quelle hypothese de la question b) est mise en défaut ? (1 point)
n

On pose i} = {11 2] 3] 4] 5] 6} , A= {1] 2}, B = {2] 3}, et I'on note T — JI: {AJ B}:] la
tribu engendrée par 4 et B .

a. Montrez que les quatre parties {1}, {2}, {3} et {4,5,6} appartiennenta T .(I point)

b. On note If I'ensemble des réunions (éventuellement vides) de ces quatre parties. Montrez que
I{4 estune tribu, puisque T = If .Donnez le cardinal de T . (2 points)

c. Une fonction f :f2 — R est-elle T -mesurable dans chacun des cas suivants :
flw) = (w-2)%: flw) = minw,4) ?|ustifiez. (1 point)

Exercice 3 : Générateurs de la tribu borélienne (4 points

onnote B([K) la tribu borélienne de R, engendrée par les ouverts, et
C = cr({ ]—oo,a]:a € Ju:[R}) :

a. Montrezque C C B(R). (1 point)
b. Soient a < b deux réels. Montrez que |—oo, b[ puis ]a, B[ appartiennenta €. (1,5 point)

c. Soit 7 unouvertde [.Montrezque 7 estlaréunion des intervalles ]p, q[ inclus dans
U7 avec P et ¢ rationnels. Concluez que € = B(R). (1,5 point)



Soit (X, .A) unespace mesurable et (fﬂ:'n > 0 une suite de fonctions mesurables de X' dans
[ . On admet que la tribu borélienne de R = [—eo, —|—r::o] est engendrée par les intervalles
[-oo,a], a €R.

a. Montrezque 9 = S‘ép fn , a valeurs dans [, est mesurable. (1 point)

b. Déduisez-en que limgup fn et 1iﬂ}j:lﬂf fﬂ sont mesurables, puis que I'ensemble ' des
points I ou la suite (fﬂl:ﬂ?:l:l converge dans [R appartienta .4 . (1 point)

c. Soit h:[R — R continue. Montrez que ho f,j est mesurable. Appliquez ce résultat a |f|:,| et
a fa' = max(f 0). (1 point)

Onnote } la mesure de Lebesgue sur R.Onpose K = [0,1] et, pourtout n > 0,
Koyl = %I{n I (% +%I{ﬂ) La figure représente Hp, A1, Hget Hg.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

P
o

A
=

K> — — — —
K3 - . - - - . - .
0 1/3 2/3 1

On admet que K, est la réunion disjointe des 9™ intervalles [3, s 4+ S_n] , ou
K =

Ko

n
s = Z O 375 avec Gyy- e n € {0,2}, et I'on pose 0

k=1 "

v__)

a. Montrez que ) est négligeable pour J . (1 point)
b. Montrez que la suite (K ,,) est décroissante et calculez  A{K ;) . (1 point)

C. Montrez que A est un compact non vide et que }L{K:l = 0. (1 point)

+oo
d. Atoute suite @ = (@z)k > 1 avaleursdans {0,2},onassocie #(a) = 2 a. 37k,
B E=1
Montrez que s?{a} € K ,puisque < estinjective. Que peut-on en déduire sur K ? (1 point)

e. Montrez que KA ne contient aucun intervalle de longueur strictement positive. (1 point)
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Avant de faire ce controle, relisez le cours « Tribus et mesures » en L3 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés tribus et mesures.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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