Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : modes de convergence,
Borel-Cantelli et TCL

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Convergences, grands nombres et central limite
Durée conseillée : 2 h

e Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 3,5 points ; exercice 2 : 4,5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Communiquer : énoncer les lemmes de Borel-Cantelli, la loi faible des grands nombres et
le théoreme central limite avec leurs hypotheses exactes
o Raisonner : construire des contre-exemples qui séparent les différents modes de
convergence
o Modéliser : traduire une question sur des lancers de piece en événements et appliquer
Borel-Cantelli
o Calculer : obtenir une convergence en loi par le théoreme de Lévy et une approximation
par le TCL

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, F}. Pour une suite

d'événements (A}, on note limsup A, = ﬂ U Ak,
n>lk>mn
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a. Enoncez les deux lemmes de Borel-Cantelli, avec leurs hypothéses exactes. (1 point)
b. Démontrez le premier lemme de Borel-Cantelli. (1,5 point)

c. Soit P = 1.Démontrez que la convergence dans [,P entraine la convergence en probabilité. (1
point)

a. Onmunit {2 = [0, 1] de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. On pose
Xp =nl[g,1/n] pour n > 1. Montrezque (X,) convergevers O presque stirement
et en probabilité, mais pas dans 1. (1,5 point)
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b. Soit {Yn:'ﬂ > 1 une suite de variables indépendantes, avec ¥ ,; de loi de Bernoulli de



parametre % Montrez que {Yﬂ] convergevers (0 dans [P pourtout p = 1, mais qu'elle

ne converge pas presque sirement. (1,5 point)

c. soit Z deloi N(O,1)et Z, = (—1)" Z.Montrezque (Z,) convergeen loivers %,
mais pas en probabilité. (1,5 point)

On lance indéfiniment une piece équilibrée. On modélise les lancers par une suite {Ek)k > 1 de
variables indépendantes, avec [F’{gk =1)= [F"{gk =0) = %.L'issue €, = 1 signifie « pile au
lancer Jk ».

a. Pour m > 2, on pose g-n = [Elogg ﬂ-| et A, I'événement « les lancers
n,n+1,...,n + £, —1 donnent tous pile ». Montrez que, presque sirement, seul un nombre
fini d'événements A, se réalisent. (1,5 point)

b. Soit £ > 1 un entier fixé. Montrez que, presque s(irement, on observe une infinité de séries d'au

moins # piles consécutifs. On pourra découper les lancers en blocs disjoints de longueur #. (1,5
point)

c. Montrez que, presque slrement, il existe pour tout entier # une infinité de séries d'au moins #
piles consécutifs. Comparez avec la question a). (1 point)

a. Enoncez et démontrez la loi faible des grands nombres dans 7,2 & l'aide de I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. Précisez les hypotheses. (1,5 point)

n
caractéristique de Sy, et celle de la loi de Poisson  P(X} . (1 point)

b. Soit A =0 et,pour n>>2A, S, deloibinomiale E(n, '}‘) . Calculez la fonction

c. Onadmet que [a™ — bﬂ| < n|a — b| pour tous complexes @, & de module au plus 1. Montrez
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que '-’Pgﬂ'(f:' tend vers e}:p(}l(eff — ].:l) . Concluez avec le théoréme de Lévy, que vous
énoncerez. (1,5 point)

On reprend les lancers (Ek:' de I'exercice 3 etonnote Sy = €y + ...+ €5 le nombre de piles en
7 lancers. Onnote & la fonction de répartition de la loi  A(0, 1}). On donne #(1,96) ~= 0,975 et
$(2) = 0977 .

a. Enoncez le théoréme central limite avec ses hypothéses exactes. (1 point)

5., — 5000

b. Onprend n = 10000 . Par quelle loi peut-on approcher celle de 25

? Justifiez. (0,5
point)

c. Donnez une valeur approchée de P(4 300 < 5, < 5100) . Justifiez le passage a la limite. (1
point)

d. Minorez la méme probabilité par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Comparez les deux résultats.
(1 point)

e. Al'aide du théoréme central limite, déterminez un nombre de lancers 1 a partir duquel la

fréquence de pile est a moins de 0,01 de % avec une probabilité d'environ 0,95 . (0,5 point)

Réviser avant le controle : modes de convergence, Borel-Cantelli
et TCL
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Avant de faire ce controle, relisez le cours « Loi des grands nombres et TCL » en L3 puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés loi des grands nombres et tcl.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Contréle de maths L3 : partiel final : intégration et probabilités
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