Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : groupes quotients et actions
de groupes

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Groupes : quotients et actions de groupes
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer le premier théoréme d'isomorphisme et ses conséquences

o

Calculer : déterminer centre, sous-groupes distingués et quotients de petits groupes

o

Chercher : exploiter orbites, stabilisateurs et formule des classes

o

Modéliser : dénombrer des configurations par la formule de Burnside

o

Raisonner : appliquer les théoremes de Sylow a un groupe d'ordre 15

Calculatrice interdite.

Dans cet exercice, &G et (3 sont deux groupes notés multiplicativement, et f -G — G estun
morphisme de groupes.

a. Rappelez la définition d'un sous-groupe distingué de (G . Montrez ensuite que Ker f estun
sous-groupe distingué de & . (1 point)

b. Enoncez le premier théoréme d'isomorphisme, puis démontrez-le. Vous justifierez avec soin que
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I'application construite est bien définie. (2 points)

Onnote &3 le groupe symétrique de {1, 2,3} et .43 son groupe alterné.

a. Donnez la liste des sous-groupes de &3 . Déterminez ensuite ceux qui sont distingués. (1,5 point)

b. A l'aide de la signature, montrez que &3 ,/ Ag estisomorphe a E/ZE . (1 point)

On considere maintenant un carré de centre (& , de sommets numérotés 1, 2, 3, 4 dans le sens direct. Le
groupe D)4 de ses isométries est engendré par la rotation T de centre (3 et d'angle ;—T et parla
symétrie 5 d'axe la diagonale passant par les sommets 1 et 3. On admet que

Dy = {rk, sk : 0[\leqeq?] k < 3} estd'ordre 8,avec 5% — 52 — ez et spr 5 — 5—1.



axe de s

c. Déterminez le centre ZI:D.:]::I . (1 point)

d. Onpose H = {E, rg, 5,5 rg}. Montrez que H est un sous-groupe distingué de Ll4, mais
que K = {e, 5} ne I'est pas. Montrez enfin que le groupe quotient D4 / Z({D4) est
isomorphe a {E/QE]E . (1,5 point)

Soit (& ungroupe fini. Pour g, € G ,onpose g-x = g =z g_l.

a. Vérifiez que cette formule définit une action de (& sur lui-méme. Décrivez ses orbites et le
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stabilisateur d'un élément . Etablissez ensuite la formule des classes, quirelie |G|, |Z(G))|
et les indices des centralisateurs. (1,5 point)

b. Soit P un nombre premier et (& ungroupe d'ordre P™ ,avec 7 > 1 .Montrez que le centre
Z(G) nestpasréduita {el}. (1,5 point)

c. Montrezquesi G [ Z(G) estcyclique, alors G est abélien. Déduisez-en que tout groupe
d'ordre p2 est abélien. (1 point)

Soit (& un groupe fini agissant sur un ensemble fini X .Pour g € {, on note
. T
Fix(g) = {,X g =, = a:}-

1

P
a. Démontrez la formule de Burnside : le nombre d'orbites est égal a |G| - | 1}{{g}| . Vous
g

pourrez compter de deux facons I'ensemble des couples l:g, :t?} telsque 9 ¥ = I (1,5 point)

b. Un collier est formé de 4 perles placées aux sommets du carré de I'exercice 2. Chaque perle est
rouge, verte ou bleue. Deux colliers sont considérés comme identiques lorsqu'on passe de I'un a
I'autre par une isométrie de L}a (rotation ou retournement). Combien de colliers différents peut-
on former ? Présentez les points fixes dans un tableau. (2,5 points)

Soit (3 ungroupe d'ordre 15.

a. Enoncez les théorémes de Sylow : existence, conjugaison et conditions sur le nombre ™p de P-
sous-groupes de Sylow. (1 point)

b. Montrez que ¢ posséde un unique sous-groupe P d'ordre 3 et un unique sous-groupe &7



d'ordre 5 . ustifiez qu'ils sont distingués. (1 point)

c. Montrezque P M & = {e}, puis que tout élément de P commute avec tout élément de &?
. On pourra étudier le commutateur x y £ =1 y—1. (1 point)

d. Concluez: G estisomorphea Z/15Z . (1 point)

Réviser avant le controle : groupes quotients et actions de
groupes

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Groupes et actions » en L3 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés groupes et actions.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : partiel d'algebre : groupes, anneaux et corps
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