Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : extrema libres et
multiplicateurs de Lagrange

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Inversion locale, fonctions implicites et extrema liés
Durée conseillée : 2 h

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 6 points ;
exercice 4 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Calculer : déterminer les points critiques d'une fonction et étudier leur nature par la
matrice hessienne
o Raisonner : justifier I'existence d'un extremum global par compacité ou par coercivité
o Modéliser : traduire un probleéme d'optimisation sous contrainte par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange
o Communiquer : énoncer le théoreme des extrema liés avec sa condition de qualification

Calculatrice interdite. Documents interdits.

a. Soit L7 unouvertde R™ et f:U — R différentiableen @ € U7 .Démontrez quesi |
admet un extremum localen @, alors df{a) = 0. (1,5 point)

b. Enoncez le théoréme des extrema liés (multiplicateurs de Lagrange) pour une fonction f de classe
¢l sous des contraintes 41 = --- = §p = 0, en précisant la condition de qualification. (1,5
point)
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c. On considére la courbe I d'équation g{z,y) = y2 — 23 = 0, tracée ci-dessous, et
flz,y) = = .Montrezque f restreintead I atteint son minimumen O = (0,0). Existe-t-il
unréel X telque V f(O) = AV g(Q) ?Expliquez. (1 point)

On considére  f : R? — R définie par fley) = rt Lyt —drpy.



a. Déterminez les points critiques de f (1,5 point)

b. Calculez la matrice hessienne de f en chaque point critique et déterminez leur nature. (1,5 point)

4 . P
c. Montrez que  f{x,y) > % —9r2,0u0 r? = £2 4 y2 Déduisezen que [ admetun
minimum global sur [R2 et donnez sa valeur. f admet-elle un maximum global ? (1 point)

d. Onpose A(z,y) = w2 4+ y3 et k(r,y) = £2 + y%. Montrezque (0,0) est un point
critique de ces deux fonctions, avec la méme hessienne. Etudiez a la main s'il s'agit d'un extremum.
Que peut-on en conclure ? (1 point)

Onnote § = [{:t:‘,y,z} € R:z2 +y2 4[\+7]22 = 3} et flr,y,z) = zyz.

a. Justifiez que f admet un maximum et un minimum sur % . (1 point)

b. On pose g{:ﬂ,y,z} = 2 4 yg + z2 — 3 . Vérifiez que la condition de qualification est
satisfaite en tout point de 5 . (0,5 point)

c. Ecrivez le systéme vérifié par un point {:E,y,z} de S enlequel f|5‘ admet un extremum, avec
un multiplicateur X . (1 point)

d. Résolvez ce systéme. On distingueralescas } = 0 et A ?é 0. (1,5 point)

e. Déduisez-en le maximum et le minimum de f sur & , ainsi que les points ou ils sont atteints. (1
point)

+b4c

f. Déduisez-en que pour tous réels a, b, ¢ positifs, Bﬁgbc < d 3 . (1 point)
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Soit m = 1, A une matrice symétrique définie positive de taille 7.,et § ¢ R™ .On munit R"
du produit scalaire usuel < Y > et on pose, pour x £ r™ :

(Az,z)— (b, ).

D=

J(z) =

a. Développez J{a: —+ h} . Déduisez-en le gradient et la matrice hessienne de .J en tout point. (1
point)

b. Montrez que, pour x, iy £ R" et t€ [0,]] ,ona
Hee + (1-0)y) = £3) + (1-0)3(y) - 3K Ale—y), -y ) Déduisezenque J

est strictement convexe. (1 point)

c. Onnote A1 >0 laplus petite valeur propre de A . Montrez que J{ag) > ’z—lmﬁ — bl
point)

d. Montrez que J admet un unique minimum global, atteinten +* — 4—1p, et que

J(xz*) = —2( A~1b,b ). (1 point)

e. Application: n =2, A = ([Hra@r?] ?g‘;é ,}) et b= (1,1).Vérifiezque A est définie

positive, puis calculez x* et J(:r:*:l . (1 point)

Réviser avant le contréle : extrema libres et multiplicateurs de
Lagrange

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Inversion locale et extrema liés » en L3 puis entrainez-vous

avec les exercices corrigés inversion locale et extrema liés.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la



https://mathovore.fr/corrige-controle-maths-l3-extrema-libres-multiplicateurs-lagrange
https://mathovore.fr/inversion-locale-fonctions-implicites-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/inversion-locale-fonctions-implicites-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/controle-maths-l3
https://mathovore.fr/controle-maths-l3

page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Contrble de maths L3 : inversion locale et fonctions implicites
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