Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : espaces de Hilbert,
projection et Parseval

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Espaces de Hilbert et analyse de Fourier
Durée conseillée : 3 h

e Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 3,5 points ; exercice 3 : 3,5 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Communiquer : énoncer et démontrer la caractérisation de la projection sur un convexe
fermé et le théoreme de Riesz
o Calculer : obtenir une projection orthogonale par les équations normales et une distance
a un sous-espace
o Raisonner : appliquer I'égalité de Parseval a une base hilbertienne pour sommer une série
o Calculer : déterminer la transformée de Fourier d'une gaussienne et de e” {-|x|}

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans cet exercice, H est un espace de Hilbert réel ou complexe. Son produit scalaire ( e > est
linéaire a gauche, et ' désigne la norme associée.

a. Enoncez le théoréme de projection sur un convexe fermé nonvide ' de H ,avecla
caractérisation du projeté p = Pg{a:} par une inégalité. (1 point)
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b. On admet I'existence et I'unicité du projeté. Démontrez la caractérisation: p € € est le projeté
de z sietseulementsi Re{z —p, v — py < 0 pourtout ¥ € C. (1,5 point)

c. Enoncez puis démontrez le théoréme de représentation de Riesz pour une forme linéaire continue
% sur . Vous pourrez utiliser le projeté d'un vecteur sur le noyau de %. (1,5 point)

1
On se place dans I'espace de Hilbert réel H = L2(0,1), munide { f g) = f flz)glz) dz . On

0
pose C ={f € H:f >,0tpresque partout}.Pour f € H ,onnote 1t = max(f 0
et f = max(—f0) desorteque f = fT—f .

a. Montrez que ' est un convexe fermé non vide de H . (1,5 point)
b. Montrez que, pour tout f € H ,le projetéde f sur ( est f"‘ . (1,5 point)

c. Onprend f{z) = 2z — 1. Calculez la distancede f & C . (0,5 point)

Onreste dans H = LE{D,I} réel. On note F le sous-espace des fonctions polynomiales de degré au
plus 1, c'est-a-dire des fonctions = — a + bz avec a,b réels.

a. Justifiez que la fonction x — x2 admet un unique projeté orthogonal ¥ sur F . (0,5 point)

b. Ecrivez les deux équations qui caractérisent I, puis déterminez 2. (1,5 point)



1

c. Déduisez-en la valeur de min f (133 —a — b;r;)g dx . (1 point)
(a,b) € R 0

d. Construisez une base orthonormée {ED, 6*1:1 de F parle procédé de Gram-Schmidt appliqué a
(1, £) . Retrouvez P & I'aide de cette base. (0,5 point)

Exercice 4 : Ealité de Parseval et somme des 1/n* (4 points)

2ar

On munit - L2(0, 27r) , & valeurs complexes, du produit scalaire  { f, g) = %f f(&)g(t) de . On

. 0
admet que la famille (En}ﬂ c 7 avec en(t) = e, est une base hilbertienne de cet espace. On

note  cn(f) = (fien).

On étudie la fonction  f{t) = (t — ﬂ':lg sur [0, 2] .

rlr2 -
f(t) = (t — m)?
n.2/4 _
0
0 /2 m 3n/2 2m
t
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a. Enoncez I'égalité de Parseval pour une base hilbertienne. (1 point)

b. Calculez CD{f}, puis montrez que ¢, (f) = % pour tout 7% ?é 0. (1,5 point)

+ oo 1
c. Déduisez-en la valeur de Zl e (1,5 point)
n—

Pour h € Ll{[R:l , On note ?’:{f:' = f}’*'@:‘f—ﬁf dz . on pose flz) = 17l et

—r2fn
g{;p}:.g_ﬁfg,etonadmetque /FE =2 dr = VZm
E

a. Calculez F(£) pourtout réel £ . (1 point)

b. Montrezque T estdeclasse (1 sur R etquelle vérifie '(£) = —& F(£) . Déduisez-en
T . (2 points)

T2 2
c. On admet le théoréme de Plancherel :si h £ L1 N L2, alors f“’*l = 2m f |h*| :
R R
dg
Déduisez-en {l—l—fgjg . (1 point)
R
d. Enoncez le théoréme d'inversion de Fourier et vérifiez ses hypothéses pour { . Déduisez-en, pour

tout réel &, la valeur de f 1+£g df . (1 point)
R
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Réviser avant le controle : espaces de Hilbert, projection et
Parseval

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Espaces de Hilbert » en L3 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés espaces de hilbert.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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