Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : différentielle de Fréchet et
formules de Taylor

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Calcul différentiel dans les espaces normés
Durée conseillée : 2 h

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 3 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Calculer : obtenir la différentielle de Fréchet d'applications matricielles par un
développement a I'ordre 1
o Raisonner : distinguer différentiabilité, continuité et existence des dérivées
directionnelles
o Communiquer : énoncer avec leurs hypothéses I'inégalité des accroissements finis et le
théoreme de Schwarz
o Chercher : exploiter la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 pour étudier une limite ou
majorer un reste

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans tout I'exercice, & et F' sont des espaces vectoriels normés, [J estunouvertde FE et
f: U — F une application.

a. Donnez la définition de « [ est différentiable en a & TJ ». Démontrez ensuite que si [ est
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différentiable en @, alors f est continueen &. (1,5 point)

b. Enoncez I'inégalité des accroissements finis pour une application différentiable sur un ouvert
convexe. Déduisez-en que si TJ est convexe etsi df{z) = O pourtout = € U7, alors f est
constante sur LJF . (1,5 point)

on munit M., (R} d'une norme sous-multiplicative ', c'est-a-dire telle que |4 B| < |A||B| pour
toutes matrices A et B .Onadmetque GLy,(R) estunouvertde M, (R) etque I'application
A — A—1 est continue sur cet ouvert.

a. Soit f:M,(R) = M,(R), f(A) = A2 Montrezque f est différentiable en tout point
A etque df(A)Y(H)= AH + HA (1,5 point)

b. Soit g:GLy(R) = M,(R), g(d) = A=l Pour A inversibleet H telle que
A + H soitinversible, établissez I'égalité

(A+H) ' — A 4 A g A = (A+HY ' H AV H AL
Déduisez-en que J est différentiableen A avec dg(A)(H) = —A—1 H A~1 . (2 points)
c. Montrezque det(f,, + H) =1+ tr(H ) 4 o{IH ) quand H — 0.Déduisez-en que le

déterminant est différentiable en toute matrice inversible A , avec
d({det)(A) (H) = det(A) tr(A~1 H). (1,5 point)

Ondéfinit f:R2 — R par f(0,0) = O et, pour (z,y) ?é (0,0},



3323_}
f($:y) — rd + y2+

a. Soit w = (A,k) un vecteur non nul. Montrez que f admeten (0,0} une dérivée selon v,
notée D, f(0,0), et calculez-la selon que % ?é Oou k = 0.(1,5 point)

b. L'application v — I, f(0,0) est-elle linéaire ? Que peut-on en conclure sur la différentiabilité
de fen (0,0) ? (1 point)

c. Calculez  f(w, ©2) pour = # 0 .Lafonction f est-elle continue en (0,0) ? (1 point)

d. Donnez les deux dérivées partielles de f en {D,D} . Expliquez pourquoi leur existence ne suffit
pas a conclure. (0,5 point)

on définit g:R%2 — R par g(0,0) = 0 et pour (z,y) % (0,0),

ry (v2 —y?)
9(17,3,") — T2 + 92 +

zddy
2

o) d ,
a. Calculez Ef_i{[j![j} et ﬁ({],[]} . Montrez ensuite que  |g(z,)| <
g4 est différentiable en {D,D:l . (1 point)

et déduisez-en que

b. Pour ?é 0, calculez g_i'(“:y} ;pour I ?é 0, calculez g—i{;p,[jj . (1 point)

8?9 8 g
S'yﬁ’:r{[j’[j} et drdy

Schwarz et expliquez pourquoi il n'y a pas de contradiction. (1 point)

c. Déduisez-en les dérivées croisées I:[:]![:]:] . Enoncez le théoréme de
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On considere ¢ : R2 — R définie par fp{:ﬂ, } = e cos y.Onmunit R< de la norme euclidienne

a

. Justifiez que % est de classe 2. Calculez son gradient et sa matrice hessienne en un point
(z,y) , puisen (0,0}. (1 point)

b. Ecrivez la formule de Taylor-Young & l'ordre 2 de % en (0,0 . (1 point)

wlr,y) —1—
2 4 g2

c. Etudiez I'existence de la limite de Z quand (z,y) — (0,0). (1 point)

o

. Onnote P = [{:t:, JeER2:z < 1} . Montrez que pour tous points @ et 5 de P ,ona
li(8) — @a)] < elb —al. (1 poiny

e. Calculez la norme d'opérateur de la hessienne en  (z,1) . A l'aide de I'inégalité de Taylor-
Lagrange, montrez que pour 2 +42 < 1,0na |p(z,y) —1 — 5| < & (z2+y2) . (1 point)

Réviser avant le controle : différentielle de Fréchet et formules de
Taylor

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Calcul différentiel » en L3 puis entrainez-vous avec les

exercices corrigés calcul différentiel.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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