Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : convergence monotone et
lemme de Fatou

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Intégrale de Lebesgue et théoremes de convergence
Durée conseillée : 1 heure 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 6 points ;
exercice 4 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer le lemme de Fatou a partir du théoreme de convergence
monotone
o Calculer : obtenir des limites d'intégrales de fonctions positives
o Chercher : développer un intégrande en série de fonctions positives
o Modéliser : traduire une propriété presque partout par une intégrale finie

Calculatrice interdite. Documents interdits. Durée : 1 heure 30. Le théoréme de convergence dominée ne
doit pas étre utilisé dans ce sujet.

Dans tout le sujet, {X, A, ,u} désigne un espace mesuré, et } la mesure de Lebesgue.

a. Enoncez le théoréme de convergence monotone de Beppo Levi pour une suite de fonctions
mesurables positives. (1 point)

b. Soit l:fn:l une suite de fonctions mesurables de _X dans [EI, —|—oo] . En posant
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Ip = k%fn f}.; , démontrez le lemme de Fatou :

ﬂlrlglmf fodp < ﬂlrl 1_1|_1C]§Q [, dp.
X X

(3 points)

a. Pour m =1 et xz = 0,onpose fﬂ{g:} = (1 + jl —2:1:1 (gg} Montrez que, pour

z 2 0 fixé, lafonction u — u ln(l + %) est croissante sur ]D, —|— [ . Déduisez-en la
+co

limite de f fﬂ(g;} dx . (2 points)
0
1l —eg—nz?
b. Pour n =1 et £ >0,0npose h,(r) = —7 Montrez que
+oo
0 < hn(:v} < I‘ﬂln(n 1) puis que J, = f hn{g_?:] d est fini. Déterminez la limite de
0

J 5 . (2 points)

a. Montrez que, pour tout = =0, EJ;E_ 1= Z ze "+ (1point)



+oo
b. Calculez, pour n = 1, f e T dx. (1 point)
0

+oo
C. Justifiez l'intégration terme a terme et calculez f ez‘T_ i dx . (2 points)
0
1
d. Par la méme méthode, calculez f 1_1_—1-‘;’: dx . (2 points)
0

Pour 7 = 1,on considére les fonctions Un = 7170, 1/n] sur [0,1] et ¥n = ln, nt+1] sur R.
La figure représente 1, Un et Ugq
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a. Déterminez la limite simple des suites (g ) et (vy), puis comparez fliminf Uy, et

liminf f U, » €t de méme pour (’un} . Décrivez en une phrase les deux facons dont la masse

se perd. (1,5 point)

b. Soit l:fﬂ:l une suite de fonctions mesurables positives sur X qui converge M -presque partout

vers une fonction mesurable f : X — [0, +o0] , avec ffﬂ dp < € pourtout 7.
X

Montrez que ff d,u, = C et que f est finie presque partout. (1,5 point)
X

c. Soit (Ay) unesuite d'élémentsde A telle que Z p(Ay) <400 En étudiant
T

5 = Z 14, , montrez que presque tout point de X n'appartient qu'a un nombre fini des
T
A, (lemme de Borel-Cantelli). (1,5 point)

1
d. Soit (Tpin > 1 une énumération de @ M [0,1]. Calculez f E r|_1f2 dx pour
0

1
r € |0, 1| et majorez ce nombre par 243 . Montrez que la série Z 2 —
[0,1] J p q S " Wz — ral

converge pour J -presque tout 1 £ [EI, 1] . (1,5 point)

Réviser avant le contrdle : convergence monotone et lemme de

Fatou

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Intégrale de Lebesgue » en L3 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés intégrale de lebesgue.
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Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Contrble de maths L3 : convergence dominée et intégrales a parametre
e Contrble de maths L3 : partiel final : intégration et probabilités
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