Contréles de maths en L3

Controle de maths L3 : compacite, théoreme de
Heine et connexité

Fiche du controle

Niveau : licence L3

Chapitre : Compacité et connexité
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer les propriétés des images continues de compacts et le théoréme
de Heine
o Chercher : utiliser la compacité pour obtenir un extremum ou une distance atteinte
o Représenter : construire un chemin explicite dans un ensemble de matrices
o Communiquer : distinguer connexité et connexité par arcs sur un contre-exemple

Calculatrice interdite. Documents interdits. Durée : 2 heures.

Dans tout le sujet, (F,d) et (F} &) sont des espaces métriques. On rappelle qu'une partie d'un
espace métrique est compacte si et seulement si toute suite de cette partie admet une sous-suite
convergente dans cette partie.

a. Soit K une partie compactede F et f:E — F continue. Démontrez que F(K ) est
une partie compacte de F'. (1,5 point)
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b. Déduisez-en que toute fonction continue g : H —+ [ sur un compact non vide est bornée et
atteint ses bornes. (1 point)

c. Enoncez et démontrez le théoréme de Heine pour une application continue f: K — F, o0 K
est un espace métrique compact. (1,5 point)

Pour = € F et A partie nonvidede & ,on note d':f: A:' = aing d':i?: ‘3‘:' , et pour deux
parties non vides A et B, A(4, B) = . “}I_HE cB d(@, 5), on admet que = — d{z, A)
est 1-lipschitzienne et que d{a:, A} = 0 sietseulementsi = ¢ 4.

a. Soit K uncompactnonvidede F et 1 € F.Montrezqu'ilexiste kg € K tel que
diz, K) = diz, ko). (1 point)

b. Soit K un compact non vide et F'py un fermé non vide de E , disjoints. Montrez que
d(K, Fg) > 0. (1,5 point)

c. Dans [R2 muni de la norme euclidienne, donnez deux fermés non vides disjoints dont la distance
est nulle, en justifiant qu'ils sont fermés. (0,5 point)

d. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et £ un fermé non vide de F! .
Montrez que, pour tout = € E, ladistance d(z, F\g) est atteinte. (1 point)

a. Soit f: [D, —I—DD[ — R continue, admettant une limite finie # en oo . Montrez que [ est
uniformément continue sur [0, +oo[ . (2 points)

b. Montrez que la fonction 5 — 12 n'est pas uniformément continue sur [ . (1 point)

c. Soit f:[0,]] =+ R continueet & > 0 .Montrez qu'il existe une fonction en escalier g sur



[0,1] telle que |f{z) — g{z)| < & pourtout = € [0,1]. (2 point

onmunit M ,(R) et M,(C) (avec n > 1)d'une norme quelconque ; on rappelle que ce sont
des espaces de dimension finie et que les parties connexes de [ sont les intervalles.

a. Montrez que toute fonction continue f : [D,l] — [& qui ne prend que des valeurs rationnelles est
constante. (1 point)

b. Montrez que G L, (R) n'est pas connexe. (1 point)

c. Soit A, B € GL,(C). Montrezque P(z) = det({l —z)A + zB) est une fonction
polynomiale non nulle de =z & C, puis construisez un chemin continude 4 a B dans
G Ly (C) . Concluez. (2 points)

Dans [R2 muni de la norme euclidienne, on considére

5 = {(xj sin%):o-c::sc < 1} et T = SU({O}X [—1}1])
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1- (1,sin1)

S:y=sin(l/x),0<x=<1

0 0,5 1

a. Montrez que 5§ est connexe par arcs. (0,5 point)

b. Montrez que I'adhérencede 5§ est T . (1,5 point)

c. Déduisez-en que T’ est connexe. (0,5 point)

d. On suppose qu'il existe un chemin continu ¥ = {’}‘1, ’}’2} ([0 = T telque (0) = (0, 0)
et ¥(1) = (1,sinl).Onpose tp = ma,}:{t € [0,y () = U} . Justifiez I'existence de

tp, puis montrez que T9 n'est pas continue en T . Concluez sur la connexité par arcs de T .
(1,5 point)

Réviser avant le contréle : compacité, théoreme de Heine et

connexiteé



https://mathovore.fr/corrige-controle-maths-l3-compacite-heine-connexite

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Compacité et connexité » en L3 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés compacité et connexité.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Contréle de maths L3 : partiel de topologie des espaces normés
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