Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : valeurs propres et
diagonalisation

Fiche du controle

Niveau : licence L2

Chapitre : Valeurs propres et diagonalisation
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer que les sous-espaces propres sont en somme directe
o Calculer : polyndme caractéristique, sous-espaces propres et puissances de matrices
o Chercher : discuter la diagonalisabilité selon un parametre
o Modéliser : traduire des suites récurrentes couplées sous forme matricielle

Calculatrice interdite. Documents interdits. Durée : 2 heures.

Soit E! un espace vectoriel de dimension finie 7 = 1 sur KK = E ou ©C,et % un
endomorphisme de F . Pour une valeur propre ), onnote E3(u) = kerfu — Aldg).

a. Soient Af,... Ap des valeurs propres deux a deux distinctes de . Démontrez par récurrence
sur P quesi £ +...+2p=0avec z, € E ), (t) pourtout 1, alors tous les T
sont nuls. Que peut-on en déduire sur la somme des sous-espaces propres ? (2 points)

b. Déduisez-en que, si u admet 7 valeurs propres distinctes, alors  est diagonalisable. (1 point)
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c. Démontrez que u est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-
espaces propres est égale a 7. (1 point)

On considere les matrices réelles

11 -1 3 —1 1
A=[=2 | ZI]etB= o +
-2 2 &l 1 -1 3,3

On note XM{}‘:' = det(A I3 — M) |e polynéme caractéristique d'une matrice M .

a. Calculez X 4 sous forme factorisée. On pourra remplacer la premiére colonnede A — A fa par
la somme des trois colonnes. (1,5 point)

b. Déterminez une base de chaque sous-espace propre de 4 , puis une matrice inversible P et
une matrice diagonale I tellesque 4 — pPpP—1. (1,5 point)

c. Montrez que ;{B{)\j = (A - 2}3 . Déterminez la dimension du sous-espace propre Eq(B) et
concluez: B est-elle diagonalisable ? (2 points)
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a. Donnez les valeurs propres de MW, et leurs multiplicités algébriques. (0,5 point)

b. Déterminez, selon @, lerangde M, — 213, puis la dimension de Fo(M ;) . Donnez aussi
la dimension de EI{M.:;:'- (1,5 point)

c. Déduisez-en les valeurs de @ pour lesquelles MM, est diagonalisable. (1 point)

d. Dans cette question et la suivante, @ = 1 .Trouvez F inversible et I} diagonale telles que
M = PD P~ etcalculez p—1.(1 point)

e. Calculez M? pour tout entier 1 = 0. (1 point)

Trois réservoirs contiennent au départ Uy = 60, vy = 30 et wy = 0O litres d'eau. A chaque
étape, chaque réservoir garde la moitié de son contenu et en verse un quart dans chacun des deux autres.
Onnote Ugn, Um, Wg lesvolumes apres 7. étapes, de sorte que

u Uy + Wy U Uy T Wy W, Uy, —I—Un‘

N n !l TN N el R N
b1 =72+~ V=2 g0 w1 =g g

On note J la matrice carrée d'ordre 3 dont tous les coefficients valent 1.

Un
a. Ecrivez le systtme sous la forme X n11 = AX, |, avec X, = ([Haa;r?] Un ) et vérifiez
W
que A = %(1’3 + J} . Exprimez X, enfonctionde 4, net Xg. (0,5 point)

b. Déterminez les valeurs propres et les sous-espaces propres de .J, puis ceux de A . Justifiez que
A est diagonalisable. (2 points)

c. Onpose O} = %J . Montrez que, pourtout n = 0, A" = Q + ﬁ{fg — Q} . On pourra

comparer les deux membres sur une base de vecteurs propres. (1,5 point)
d. Déduisez-en Upn , Un et Wy en fonctionde 7, puis leurs limites. (1 point)

e. Montrez que g + Uy + Wy ne dépend pas de 7 et interprétez le résultat de la question d). A
partir de quelle étape I'écart entre Un et Wnq est-il inférieur a 1 litre ? (1 point)
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Réviser avant le controle : valeurs propres et diagonalisation

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Diagonalisation » en L2 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés diagonalisation.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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