Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : produit scalaire et espaces
euclidiens

Fiche du controle

Niveau : licence L2
Chapitre : Produit scalaire et espaces euclidiens
Durée conseillée : 2 h

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 6 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d'égalité
o Calculer : orthonormaliser une famille de polynémes par le procédé de Gram-Schmidt
o Calculer : déterminer une projection orthogonale et la distance d'un vecteur a un sous-
espace
o Modéliser : traduire un ajustement affine en probleme de moindres carrés

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Soit ! un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire ¢ -, - ) et de la norme associée 1" 1.

a. Enoncez et démontrez I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous =,y € E,
Kz, v )| < 1z1 Y| . (2,5 points)

b. Démontrez qu'il y a égalité si et seulement si la famille (z, y) est liée. (1,5 point)
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a. Démontrez que { -, * ) estun produit scalaire sur E . (1,5 point)

b. Appliquez le procédé de Gram-Schmidt a la famille {1, X, Xg} . Vous obtiendrez une base
orthonormée (€4, €1, €4) de Ro[X] et vous vérifierez que en = E(EXZ —6X + 1) .
(2,5 points)

c. Déterminez le projeté orthogonal P de X3 sur Ry[X], puis la valeur de

1

. 2
— min (t3—at2—bt—c) dt.
(a, b, c) € R? 0

(2 points)

On munit R4 de son produit scalaire canonique et I'on considére le sous-espace

F:{(3’1’3’2)3’33534)6R43$1+$2+$3+x4=Oet$l—x2+x3_x4:0}‘

a. Déterminez la dimension de F' et une base orthogonale de L. (1 point)

b. Ecrivez la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur gL, puis celle de la



projection orthogonale sur F'. (1,5 point)

c. Calculez la distance du vecteur w = (1,2, 3, 4) au sous-espace F' . (1,5 point)
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On cherche les réels @ et § qui minimisent S{a, b) = Z (yﬁ- oz, - b) . On note
1=1
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1 1
L Y = ["'.,.a,rj,r?]% et U = (g),desorteque S, b) = Y — AU|2

1 14
pour la norme euclidienne de [R% .

A =

Ll bl

a. Démontrez que § admet un minimum, atteint en un unique [J , caractérisé par les équations
normales A1 A 17 = AT ¥ . Vous utiliserez la projection orthogonale sur I'image de A . (2
points)

b. Calculez 4T 4 et AT ¥ ,puislesvaleursde @ et §. (2 points)

c. Calculez la valeur minimale de & et interprétez-la comme une distance. (1 point)

d. Vérifiez par le calcul que le vecteur des résidus ¥ — ALT est orthogonal aux deux colonnes de
A . (1 point)

Réviser avant le contréle : produit scalaire et espaces euclidiens

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Espaces euclidiens » en L2 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés espaces euclidiens.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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