Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : polynomes
d'endomorphismes et trigonalisation

Fiche du controle

Niveau : licence L2

Chapitre : Polyndmes d'endomorphismes et trigonalisation

Durée conseillée : 2 h 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 8 points)

e Compétences évaluées :

o Raisonner : démontrer le lemme des noyaux a I'aide de la relation de Bézout

o Calculer : exploiter un polynéme annulateur pour obtenir un inverse ou une puissance
o Chercher : déterminer un polyndme minimal et les sous-espaces caractéristiques

o Modéliser : résoudre un systeme différentiel linéaire par trigonalisation

Calculatrice interdite. Documents interdits.

Dans tout le sujet, [ désigne [ ou C.Soit E un [ -espace vectoriel de dimension finie et % un
endomorphisme de & .

a. Rappelez la définition d'un polyndme annulateur de ., puis celle du polyndme minimal &, .
Justifiez I'existence de M., . (1 point)

b. Soit P et & deux polynémesde K[X].Montrezque ker P{u) eststable par u etque
(PQ)(u) = Plu) o Qlu) = Qu) o Plu) . (1 point)
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c. Onsuppose P et & premiers entre eux. Enoncez puis démontrez le lemme des noyaux :
ker (PQ)(u) = ker P(u) @ ker Qu) . (2 points)

01 1
On considére la matrice A = ( % E{ é) de M;3(R).

a. Calculez A2 etvérifiezque 42 = 4 + 2T .(0,5 point)
b. Déduisez-en que A est inversible et exprimez 4 —1 enfonctionde 4 etde Jf3.(I point)
c. Déterminez le polynéme minimal de A . La matrice 4 est-elle diagonalisable ? (1 point)

d. Soit 7 £ IN.A I'aide de la division euclidiennede X ™ par X2 _ ¥ — 9 ,exprimez A"
comme combinaison linéaire de 4 etde J[f3.(1,5 point)

Une matrice N € M, (K) est dite nilpotente s'il existe un entier p = ltelque NP = (.

a. Soit IV nilpotente. Montrez que [ est sa seule valeur propre complexe, puis que W™ — (.
(1,5 point)

b. Montrez qu'une matrice nilpotente et diagonalisable est nulle. (1 point)

c. Soit IV nilpotente avec N3 — (. Montrezque I, + IN estinversible et que
(I,+N)"1=1I,-N+N2.(05point

1 1 2
d. Application : calculez I'inverse de MM = ( 8 % % ) sans pivot de Gauss. (1 point)



On considere la matrice B =

a. Montrez que le polyndme caractéristique de B est x 5 = (X -D(X - 2}2 . (1 point)
b. Déterminez les sous-espaces propres (B} et HEq(B). (I point)
c. Déterminez le polyndme minimal de B . La matrice & est-elle diagonalisable ? (1 point)

d. A l'aide du théoréme de Cayley-Hamilton, montrez que B est inversible et exprimez g—1
comme polynéme en B . Calculez g—1. (1,5 point)

e. Onpose Uy = (1,0,1) et Uy = (0,1, 1) . Trouvez un vecteur V9 tel que
(B —2I3) vy = vy . Montrezque (y, Un, U3) est une base de R3 et donnez une matrice

1 0
inversible P teleque Pl B P =17 = 8 20 ?) Précisez les sous-espaces
caractéristigues de 8 . (1,5 point)

f. Résolvez le systéme différentiel X’{t} = B X(t),dinconnue X :R — R3 dérivable, avec
la condition initiale  X(U) = (1,0,0).0nposera ¥ —= p—1 X . (2 points)

Réviser avant le contréle : polynomes d'endomorphismes et

trigonalisation

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Trigonalisation et Cayley-Hamilton » en L2 puis entrainez-vous
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avec les exercices corrigés trigonalisation et cayley-hamilton.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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