Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : partiel de S3, fonctions de
deux variables

Fiche du controle

Niveau : licence L2

Chapitres : Normes et topologie de R~n + Plusieurs variables : limites et dérivées partielles +
Différentiabilité, formule de Taylor et extrema
* Durée conseillée : 3 h

Bareme : sur 20 points (exercice 1 : 3,5 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;

exercice 4 : 3,5 points ; exercice 5 : 5 points)

e Compétences évaluées :

o Raisonner : démontrer qu'une partie est ouverte, fermée ou compacte et utiliser le
théoreme des bornes atteintes

o Calculer : étudier limites, dérivées directionnelles et différentiabilité d'une fonction de
deux variables

o Chercher : déterminer et classer les points critiques a I'aide de la matrice hessienne

o Modéliser : rechercher les extrema sur un domaine fermé en étudiant séparément
I'intérieur et le bord paramétré

Calculatrice interdite. Documents interdits.

On munit R™ d'unenorme ‘. On rappelle le théoréme de Bolzano-Weierstrass : toute suite bornée
de [R"™ admet une sous-suite convergente.

a. Soit K une partie fermée et bornée nonvidede R™ ,et f:K — R une fonction continue.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Démontrez que f est bornée sur K et atteint ses bornes. (2 points)

b. Dans R2 muni de la norme euclidienne, on pose D = {(z,y): £2 4+ y2 < 1} et
U= {{:E,y} : Tl 4 yg < 1}. Démontrez que I} est compact, puis que TJ estouvert. (1,5
point)

Pour (z,4) € R2,onpose N(zy) = ma,}:(|:t:|, |z + y|) et |{$,y}|m = max(|z|, [y]).

a. Démontrez que IV estune norme sur RZ2. (1,5 point)

b. Démontrez que N < 2 et s = 2IV . Que peut-on en déduire ? (1 point)

2
c. Soit  f(z,y) = $f—_|_y@rg pour (z,y) # (0,0) . Démontrez que f n'a pas de limite en (0,0 .
(1 point)

d. Soit glz,y) = % pour (z,y) # (0,0) et g(0,0) = 0. Démontrez que § est
continue en (0,0} . (0,5 point)

I

3 4 43
On définit f sur R2 par f(0,0) = 0 et flry) = %2:2 pour (z,y) # (0,0) .

I

a. Démontrez que {7 = R2 Y {(0,0)} estunouvertde RZ2,puisque f estdeclasse (1 sur
{2 . (1 point)

b. Démontrez que J est continue en (0,0) . (0,5 point)



c. soit v = (a,b) # (0,0) . Démontrez que f admeten (0,0) une dérivée selon le vecteur v,
et calculez-la. (1 point)

d. Démontrez que f n'est pas différentiable en (EI,D} . (1,5 point)

Soit f la fonction définie sur R2 par f(r,y) = =% +y% — 4dzy.

a. Déterminez les points critiques de f . (1 point)

b. Précisez la nature de chacun d'eux a I'aide de la matrice hessienne. (1 point)

4
c. Onnote p = i + yg . Démontrez que f{dgjy:, > % — gpﬁ. Déduisez-en, a I'aide du
disque fermé de centre (@ etderayon 2,que f admetun minimum global sur [R2, et
donnez sa valeur. (1,5 point)

Exercice 5 : Probleme : extrema sur le disque unité fermé (5 points

On reprend le disque fermé D de I'exercice 1 et la fonction f définie sur [R2 par
f{:t?, :I = 24+ Eyg — x . La figure représente I et quelques lignes de niveau de .
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. Justifiez que l'intérieur de I} est le disque ouvert T7 et que la frontiere de I estle cercle
C d'équation x2 + yg = 1. (1 point)

. Justifiez que f admet un minimum et un maximum sur I}. (0,5 point)
. Déterminez les points critiques de f dans [J etleur nature. (1 point)
. En paramétrant le cercle par & — (cos8, sinf) , étudiez les extremade f sur C . (1,5 point)

. Déduisez-en le minimum et le maximum de f sur I3, ainsi que les points ou ils sont atteints.
Vérifiez la cohérence avec la figure. (1 point)



Réviser avant le controle : partiel de S3, fonctions de deux

variables

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Topologie de R™n » en L2 et « Fonctions de plusieurs variables
» en L2 et « Différentielle et extrema » en L2 puis entrainez-vous avec les exercices corrigés topologie
de r™n, fonctions de plusieurs variables, différentielle et extrema.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Controle de maths L2 : normes et topologie de R™n
e Controle de maths L2 : limites et dérivées partielles
e Controle de maths L2 : différentiabilité, Taylor et extrema
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