Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : intégrales doubles, triples et
curvilignes

Fiche du controle

Niveau : licence L2

Chapitre : Intégrales multiples et intégrales curvilignes
Durée conseillée : 2 h 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Représenter : dessiner un domaine d'intégration et le décrire comme domaine
élémentaire dans les deux ordres
o Calculer : appliquer le théoreme de Fubini et les changements de variables polaires,
cylindriques et sphériques
o Raisonner : encadrer une intégrale sur le plan par des intégrales sur des disques et des
carrés
o Modéliser : calculer une aire par une intégrale curviligne grace a la formule de Green-
Riemann

Calculatrice interdite. Documents interdits.

a. Soit @ < b deuxréelset %7 < %5 deux fonctions continues sur [z, b]. Enoncez le théoréme
de Fubini pour une fonction f continue sur le domaine élémentaire

r,y) €R2:a < £ < B,
D = { y} L }.(lpoint)
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b. Calculez le jacobien du passage en coordonnées polaires {r, 5':1 — {rcosﬁ', :r“sinuﬁ':l. (0,5 point)

c. Calculez le jacobien du passage en coordonnées sphériques
(r; 8, @) — (rsingcosd, rsinpsind, rcosep) ,avec = > 0, 8 € [0,27] et @ € [0, 7]
. (1,5 point)

Onnote I = [(a:, y) € R2:0 < = < 1,z2[\leleq?]y < JT} représenté ci-dessous.

y=Xx




a. Calculez I'airede 1. (1 point)

b. Calculez £ = ff zy drdy (1,5 point)
L

1 /1
c. Onpose J = f f.g—ﬂ dr dy.Dessinez le domaine d'intégration, échangez I'ordre des

0 A\
intégrations en justifiant, puis calculez .f. (1,5 point)

Onnote A = {

(z,y) € R?:1 < 52 +y2< 4
1Di:yi:$ .
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. Calculez ff z dz dY en coordonnées polaires. (1,5 point)

A
dr dy
. Calculez 12 4 2. (1 point)
A

. Pour B >=>0,onnote I}g ledisque fermé de centre (2 etderayon R ,et

—(r2 4 42
Cgr = [-R, H]E . Calculez ff e v dg d¥  Ensuite, en comparant les intégrales
I

& oo

sur Dp, Cg et Dgy3, démontrez que f e—T2 dr — /7. (1,5 point)
— i



Exercice 4 : Volumes et intégrales triples (4 points)

a. Soit ¥V = [{:t:, Y, Z) € R3:22 4420z <02 — 22 - yg} , solide compris entre deux
paraboloides. Déterminez la projection de ¥ sur le plan {xﬂy} , dessinez-la, puis calculez le
volume de ¥ en coordonnées cylindriques. (2 points)

b. Soit B la boule unité fermée de [R2. Calculez fff 72 dz dy dz en coordonnées

E
sphériques. Vérifiez votre résultat a I'aide de fff ':1?2 +y2 + 32:‘ dz dy dz et g'un
E

argument de symétrie. (2 points)

Exercice 5 : Probleme : formes différentielles et formule de Green-Riemann (5 points

Dans cet exercice, 1" désigne I'ellipse paramétrée par t — I:Zn:os t, sin t] , T E [EI, 2’?1’] )

parcourue dans le sens direct. Elle borde le domaine K = {{1;! y} : "":4—2 + yﬁ < 1} )
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a. Montrez que laforme w; = (2zy +1)dx + (2 4 3y2) dy estexactesur R2,
déterminez une primitive, puis calculez son intégrale le long de n'importe quel chemin de I:D, D:l a
1:1J 2:1 . (1 point)

b. Calculez directement jg z dy — ¥ dT  Enoncez ensuite la formule de Green-Riemann et

I
déduisez-en l'aire de K . (1,5 point)

c. Calculez jg ©? ydr + =z yg dy 3 Iaide de la formule de Green-Riemann (on pourra poser

I
r = 2rcosd, ¥ = rsind ). (1,5 point)

d. sur R2\ {(0, 0)}, on considere wy = _y;;_'__‘_; dy

calculez son intégrale sur le cercle unité parcouru dans le sens direct, et concluez sur son

. Montrez que ™4 est fermée,

exactitude. (1 point)

Réviser avant le controle : intégrales doubles, triples et

curvilignes

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Intégrales multiples » en L2 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés intégrales multiples.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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