Contréles de maths en L2

Controle de maths L2 : comparaison série-intégrale
et restes

Fiche du controle

Niveau : licence L2

Chapitres : Séries numériques a termes positifs + Intégrales généralisées
Durée conseillée : 3 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 7 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer le théoréme de comparaison série-intégrale
o Calculer : encadrer sommes partielles et restes par des intégrales
o Chercher : obtenir des équivalents et des développements asymptotiques
o Modéliser : relier la nature d'une série a celle d'une intégrale généralisée

Calculatrice interdite. Documents interdits. Durée : 3 heures.

Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur [1, +-oo] . La figure ci-dessous représente
une telle fonction et deux familles de rectangles.
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aire =f(1) + -+ f(5)

y =f(t)
1 2 3 4 5 6
t t
k
a. Montrez que, pour tout entier & > 2, f(jg} < f f{t} dt < f{jg_l} . (0,5 point)
k—1
“+oo
b. Démontrez que la série Z f{n} et I'intégrale f f{t} df sont de méme nature. (1,5 point)
1
T
c. Pour m > 2 ,onpose 1w, = f f(t)dt — f(n) . Montrez que wy = O et que la série
mn—1
2 1w, converge, quelle que soit la nature de Z Fn) . (1 point)
oo
d. On suppose que Zf{n} converge et on note fi, = Z f{k) Montrez que
E=n+1
+oo +oo
f flt)dt < R, < f f(&) dt. (1 point)
n+1 n

i)
1
Pour m > 1,onnote Hyp = det Uy = Hy —Inn.



m
montrez que Uy = 1 — Z Wy, puis que la suite
k=1

1

a. Enappliquant I'exercice1c)a f:¢ — 3,

{uﬂ} converge. On note ¥ sa limite. (1,5 point)
b. Montrez que In{n+1) < H, pourtout n > 1, puisque 0 < < 1.(1 point)
am

% . (1,5 point)
E=n+1

c. Justifiezque H, = Inn 4+ 4 o1}, puis calculez , —lin}H}D

On admet que les résultats de I'exercice 1 restent valables pour une fonction continue, positive et
décroissante sur  [2, +co| , les sommes commencant alors au rang 2.

>
a. Montrez que la série =5 n In m diverge. (1 point)
n

it}

1
b. Onnote Sp = Z T 1o E - Montrez que, pour n = 3,
k=12

In(In(n+1)) —In(ln 2) < 5, < 5125 + In(In n) — In(In 2),

puis que Sy, ~ In{ln n). (2 points)

1
k(ln k)

1 +oo
c. Montrez que la série Z n (In ﬂjﬂ converge et que son reste g _ = E
n > 2 n =
] = k=mn4l1
vérifie Pp ™ Tnn (2 points)

n

pacy 1 +oo ]
Pour s>1,o0npose ((s) = Z o3 et,pour n =1, R,(s) = Z L3
n=1 k=n+1
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a. Justifiez I'existence de nf{S:l puis montrez que ﬁ < [:(s} <14 ﬁ . Déduisez-en un
équivalent de ¢(s) quand s — 171 . (1,5 point)

b. Encadrez R, (3) a I'aide de I'exercice 1 d). (1 point)

c. Dans cette question, 5 = 2 . Montrez que Z L2 est une valeur approchée de {{2} a
=1
10—23 présdésque 7 > 1000, etquecen est paslecassi n < 338 . (1 point)

Montrez que

=+ [ou
—+

=3

E+1
d. Pour £ > 1let s > 1,onpose dk@:é_f
k

+oo
1 1
0 < dgls) < k° T (k1)  Puis que, pour s> 1, {(s) - ﬁ = Z d(s). (1,5 point)

+oo
e. Montrez que Z di(1) = -y , ol ¥ estla constante de I'exercice 2. (0,5 point)
=1

f. On admet que pourtout & > 1,lafonction s — dg(s) estcontinue sur [1,2]. Montrez que

Z di(s) = v, clest-a-dire ((s) = il + v+ o(1) quand 5 — 1+ .0n

5—}1

pourra majorer les restes k;ﬁr dk(g} uniformément en =. (1,5 point)

Réviser avant le controle : comparaison série-intégrale et restes

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Séries a termes positifs » en L2 et « Intégrales généralisées »
en L2 puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries a termes positifs, intégrales généralisées.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Controle de maths L2 : séries numérigues a termes positifs
e Controle de maths L2 : intégrales généralisées et intégrabilité

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/controle-maths-l2-series-termes-positifs
https://mathovore.fr/controle-maths-l2-integrales-generalisees-integrabilite
https://mathovore.fr

