Contréles de maths en L1

Controle de maths L1 : récurrence, sommes et
coefficients binomiaux

Fiche du controle

Niveau : licence L1

Chapitre : Entiers naturels, récurrence et dénombrement
Durée conseillée : 2 h

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 4 points ; exercice 2 : 5 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 6 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : rédiger une récurrence simple, double ou forte correctement initialisée
o Calculer : manipuler le symbole somme, changer d'indice et télescoper
o Modéliser : dénombrer a I'aide de listes, d'arrangements et de parties
o Communiquer : justifier une formule de dénombrement par une bijection

Calculatrice interdite. Documents interdits.

ﬂ,'

Pour n € N et 0 <k < n,onnote (ﬁ:) — k! I:n.—k')!'

a. Démontrez la formule de Pascal :pour n € N et 1 < k < n,
n+1

Neft?]( 5y =) + () = Deft2)("p = ). 1.5 poiny

b. Soient @ et { deux nombres complexes. Démontrez par récurrence que, pour tout 1 £ I,
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(a+b zn: (T}’g) ak pn—Fk,

Vous rédigerez avec soin le changement d'indice. (2,5 points)

a. Démontrez que, pour tout g, £ NT . (1,5 point)

b. On définit la suite () par g = 2, u; = 3 et, pourtout n € N,
L 3Un_|_1 — 2y . Démontrez par une récurrence double que, pour tout 1 € N,
Uy = o™ + 1. (1,5 point)

c. Démontrez par récurrence forte que tout entier 7 = 2 admet au moins un diviseur premier. (2

points)

Exercice 3 : Calculs de sommes (5 points)

Dans cet exercice, 71 désigne un entier naturel non nul.

. . . 1 o i * .
a. Déterminez deux réels o et [3 tels que K11 = k + ] pourtout % < [N~ . Ensuite,

i)
1
calculez Z k—(k—l—lj . (1 point)
k=1

m
b. Onpose Sy = Z Ji%?(f'r:iﬁ.).AI'aide du changement d'indice § = n—#& , montrez que
k=10
25, = n2™, puis donnez Sy, . (1,5 point)

c. Vérifiez que k(g) = n[\let?]{ [\nghht’*‘]} pour 1 < k < n.Déduisez-en, pour



n
n = 2, lavaleur de Z ;‘22(1) . (1,5 point)
k=0
n
d. Enremarquant que k{k+1)(k+2) — (k—Dk(k+1) = 3k(k+1) , calculez Z k(k+1)
k=1

par télescopage. (1 point)

Soit F unensemble finia 7 éléments,avec 1 > 1.Onnote P(E) I'ensemble de ses parties.

a. Soit p € NT.Combien existe-t-il de P -listes d'éléments de F ?Pour p < n, combien
existe-t-il de I -listes d'éléments deux a deux distincts ? Justifiez brievement. (1 point)

b. On note I¥ le nombre de couples {AJB} c ’P(E}g telsque A < B.Enclassant ces
i)

couples selon le cardinal j% de B, montrez que N = (T};) 2k , puis calculez W . (1,5
k=0
point)

c. Retrouvez la valeur de N en construisant une bijection entre I'ensemble de ces couples et
'ensemble des applications de [ dans {0, 1,2} . (I point)

d. Combien existe-t-il de couples {A,B} c ’P{Ejg telsque A M B = [ ?)ustifiez par une
bijection avec les couples de la question b). (1 point)

e. Pour trois parties finies A, B, ( ,démontreza partir de la formule
card(d U B) = card A 4 card B — card{A N B) laformule du cardinal de
AU B U C . Combiendentiersde 1 a 300 sontdivisibles par 2,par 3 oupar 5 ?(1,5
point)
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Réviser avant le controle : récurrence, sommes et coefficients

binomiaux

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Récurrence et dénombrement » en L1 puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés récurrence et dénombrement.

Retrouvez tous les contréles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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