Contréles de maths en L1

Controle de maths L1 : familles libres, bases et
dimension

Fiche du controle

Niveau : licence L1

Chapitre : Familles libres, bases et dimension
Durée conseillée : 2 h

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer le lemme d'échange par récurrence et en déduire I'invariance de
la dimension
o Calculer : établir la liberté d'une famille et trouver les coordonnées d'un vecteur dans une
base
o Chercher : extraire ou compléter une base et déterminer le rang d'une famille
o Modéliser : utiliser la formule de Grassmann et les polyndmes d'interpolation de Lagrange

Calculatrice interdite.

Dans cet exercice, FE' estun espace vectorielsur ¥, = R ou (.

a. Enoncez le lemme d'échange (ou lemme de Steinitz) : si [ est engendré par ™. vecteurs, que
peut-on dire d'une famille de n + 1 vecteursde & ? (0,5 point)

b. Démontrez ce lemme par récurrence sur 7. (1,5 point)
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c. Déduisez-en que, si F admet une base finie, toutes les bases de £ sont finies et ont le méme
nombre d'éléments. (1 point)

Dans [R3, on considére les vecteurs

up = (1,2,1), ug = (2,1, -1), ug = (1, -1, -2), u, = (1,0,1).

a. Montrez que la famille {’ul, U, ug} est liée, en donnant une relation de dépendance linéaire. (1
point)

b. Montrez que la famille (’ul, Un, “4:' est libre. (1,5 point)

C. Justifiez que {ul, U, u_&} est une base de [R2, puis déterminez les coordonnées du vecteur
Y= {1, 3, -‘-l:l dans cette base. (1 point)

d. Déterminez le rang de la famille l:ul, Uq, ug} et une base de Vectl:ul, Uq, ug} extraite de
cette famille. (0,5 point)

On travaille dans I'espace vectoriel F(R, R} des fonctions de R dans [R.

a. Montrez que la famille {fl, fg, fgjl , ou fkl::t?] = ekxz , est libre. (1,5 point)

b. Montrez que la famille (cos, sin, A), ou A{z) = = cos z, est libre. (1,5 point)

c. Onpose gix) = -:os(::: + %) .La famille (cos, sin, g) est-elle libre ? Justifiez. (1 point)



Exercice 4 : Sous-espaces de R4 et formule de Grassmann (4 points)

Dans

R4 , on considére les sous-espaces vectoriels

P = {(55'1)532;553;%1) ret Tyt oyt = O}, G = {(wl,xg,x3, ry)iT=2etzy = x4}.

. Déterminez une base de F' et sa dimension. (1 point)

Déterminez une base de (& et sa dimension. (0,5 point)

Déterminez F' M (&, une base de ce sous-espace et sa dimension. (1 point)

. Al'aide de la formule de Grassmann, calculez dim(F' 4 G).Lasomme F + G estelle

directe ? Que vaut F' 4+ G ? (1 point)

Complétez la base de F' [ {F trouvée en c) en une base de F', a l'aide des vecteurs
(1,-1,0,0) et (0,0,1, -1). (0,5 point)

On note [RQ[X] I'espace des polyndmes réels de degré au plus 2, de dimension 3. On pose

TS NP £ S

. Montrez que la famille échelonnée (1, X-1,(X - 1}2) est une base de  Ro[X], puis donnez

les coordonnéesde P — X 2 + X 4 1 dans cette base. (1,5 point)
Calculez L (7)) pourtous %, 7 € {0,1,2}.(1 point)

Déduisez-en que (Lg, L1, Ly) estunebasede Ry[X]. (I point)

. Montrez que, pourtout & € Ro[X], @ = Q(U) Lo + @(1) L1 4+ ©(2) Ly . (1 point)

Déterminez I'unique polynéme & € Ry[X ] telque Q) =1, Q(I) =3 et Q2) =7
, et comparez avec a). (0,5 point)
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Réviser avant le controle : familles libres, bases et dimension

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Bases et dimension » en L1 puis entrainez-vous avec les

exercices corrigés bases et dimension.

Retrouvez tous les contréles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.


https://mathovore.fr/corrige-controle-maths-l1-familles-libres-bases-dimension
https://mathovore.fr/familles-libres-bases-dimension-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/familles-libres-bases-dimension-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/controle-maths-l1
https://mathovore.fr/controle-maths-l1
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths

