Contréles de maths en L1

Controle de maths L1 : espaces vectoriels et sous-
espaces

Fiche du controle

Niveau : licence L1
Chapitre : Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels
Durée conseillée : 1 h 30

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 5 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 4 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : vérifier les axiomes d'espace vectoriel sur une structure non usuelle
o Chercher : décider si un ensemble est un sous-espace vectoriel et fournir un contre-
exemple sinon
o Calculer : décrire un sous-espace engendré et décomposer un vecteur sur deux
supplémentaires
o Communiquer : rédiger une analyse-synthése pour établir une somme directe

Calculatrice interdite.

Dans cet exercice, FE' estun espace vectorielsur ¥, = R ou (.

a. Enoncez la caractérisation des sous-espaces vectoriels de & . (1 point)

b. Démontrez que I'intersection de deux sous-espaces vectoriels F' et (& de FE estun sous-
espace vectoriel de £ . (1 point)
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c. Montrez, & l'aide d'un contre-exemple dans [2, que la réunion de deux sous-espaces vectoriels
n'est pas toujours un sous-espace vectoriel. (1 point)

Onnote B = ]0;+co|[ etonmunit E des deux lois suivantes : pourtous =, % € E et tout
AER,

rDy=cy et A\OQz =z

a. Montrez que {E, @} est un groupe commutatif. Précisez son élément neutre et le symétrique d'un
élément . (1,5 point)

b. Vérifiez les quatre axiomes relatifs a la loi externe (2, et concluez que (F, @, @) estun R-
espace vectoriel. (2 points)

c. On garde laloi &, mais on munit cette fois E' de la loi externe X - x = A x (produit usuel).
Expliquez pourquoi on n'obtient pas un espace vectoriel. (0,5 point)

Pour chacun des ensembles suivants, dites s'il s'agit d'un sous-espace vectoriel de I'espace indiqué.

Justifiez par une démonstration si oui, par un contre-exemple explicite si non.

a. Fy= {{:J:, Y,z ER:z+22y —z = D} dans [R3. (1 point)
b. Fq = [{:J:, ¥, Z) € [\mabb?|R3 iz +y = l} dans R3. (1 point)

c. Fq

[{a:, y) ERZ: zy = D} dans [RZ. (1 point)

d. Fgq={P eRX]:P(l)=0et P™() =0} dans R[X]. 1 point)



= D} dans C2(R,R), puis

e. Fr = [f c CQ(IR] IR:I :f[‘-..pr-ir.ime?]f + f
f c CQ(IR] E:l :f["-..pnrlme?]f + f — ]_} (1 point)

Dans R3,onconsidere F' = {(z,y,2) € R : % -y 4,z = 0} et G = Vect(w) avec

w = (1,1,1).

a. Montrezque F' = Vect((1,1,0), (0,1, 1)) . (1,5 point)

b. Montrez que F' M G = {0}. (1 point)
c. Montrez que tout vecteur v = {:t:“, Y, z} de [R3 s'écrit de facon unique v = u + t w avec
Z . Que peut-on en conclure

uw € Fet teR :exprimez t et u enfonctionde x, ¥,
pour F' et G ?Donnezladécompositionde v = (2,0,1). (1,5 point)

onnote FE = F(R,R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R.Onnote P I'ensemble des

fonctions paires et I I'ensemble des fonctions impaires.

a. Montrezque P et T sontdes sous-espaces vectoriels de & . (1 point)

b. Montrezque P M T = {0}. (0,5 point)
c. Par analyse-synthése, montrez que toute fonction f € F sécrit f = p 4+t avec p € P et
1 £ T .Concluezque P et T sontsupplémentaires dans & . (1,5 point)

d. Donnez la décompositionde = — g% , puis cellede x — {$-|-1:|2 . (0,5 point)

e. Soit G = {f € E: f(0) = 0}, dont on admet que c'est un sous-espace vectoriel de ! .

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Montrezque P + G = E , mais que la somme n'est pas directe. (0,5 point)

Réviser avant le controle : espaces vectoriels et sous-espaces

Avant de faire ce controle, relisez le cours « Espaces vectoriels » en L1 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés espaces vectoriels.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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