Contréles de maths en L1

Controle de maths L1 : applications linéaires, noyau,
image et rang

Fiche du controle

Niveau : licence L1

Chapitre : Applications linéaires
Durée conseillée : 2 heures

e Baréeme : sur 20 points (exercice 1 : 3 points ; exercice 2 : 4 points ; exercice 3 : 4 points ;
exercice 4 : 4 points ; exercice 5 : 5 points)
e Compétences évaluées :
o Raisonner : démontrer la caractérisation de l'injectivité par le noyau

o

Calculer : déterminer un noyau et une image par un systeme linéaire

o

Chercher : utiliser le théoréme du rang pour conclure sans calcul

o

Représenter : décrire un projecteur et une symétrie de I'espace

o

Raisonner : étudier un endomorphisme nilpotent et une famille libre

Calculatrice interdite.

Dans tout I'exercice, F et F' sontdeux R -espacesvectorielset f € L({F, F').

a. Démontrez que f est injective si et seulement si Ker f = {0g}. (I point)

b. On suppose E de dimension finie. Enoncez le théoréme du rang. Déduisez-en que, pour un
endomorphisme % de FE, les trois propriétés «  injectif », « U surjectif » et « U bijectif »
sont équivalentes. (2 points)
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Ondéfinit f:R3 — R? par flz,vy,2) = [t —y+22 2z +y+2).

a. Montrez que f est linéaire. (0,5 point)
b. Déterminez Ker { et donnez-en une base. (1,5 point)

c. Déduisez-en lerang de | sans calculer I'image. L'application | est-elle surjective ? injective ? (1
point)

d. Déterminez I'ensemble des antécédents du vecteur (1,2) par f. (I point)

Soit 7 = 1 un entier. On note [RH[X] I'espace des polyndémes réels de degré au plus 7, et
D :Ry[X] — Ry[X] lapplication définie par D(P) = P’ .

Q

. Justifiez que I} est un endomorphisme de IR,R[X] . (0,5 point)

b. Déterminez Ker I7. A l'aide du théoréme du rang, déterminez ensuite I . (1,5 point)

0

. Montrez que pn+l — g etque D" ?é 0. (1 point)

o

. Onpose % = id — D .Montrezque 1% estunautomorphisme de R,[X] etque
:glb_l =id+ D+ D2 +... 4+ D™ .Pour n = 2, déduisez-en I'unique polyndme P tel
que P — P/ = X2.(1 point)



Dans R3, on considére leplan P d'équation = + 1y —z = 0 etladroite D = Vect{u}, ol
u = (1,1,1). La figure ci-dessous représente P, D, levecteur w = {1,2,1) etson projeté

plw).

(La figure n'est pas a I'échelle.)
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a. Montrezque P et 7 sontsupplémentaires dans [R2. (1 point)

b. Onnote P la projection sur P parallélementa T .Déterminez p(x,y, ) pour tout
(z,v, z) € R3, puis calculez  p(w). (1,5 point)

c. Ecrivez lamatrice A de P dans la base canonique et vérifiez que JAf2 — AF . (0,5 point)

d. On note 35 la symétrie parrapporta 7 parallelementa 7T .Exprimez 35 al'aidede F, puis
déterminez s(z, y, z) . Vérifiez que s(u) = —u. (1 point)

Soit E! un [ -espace vectoriel de dimension 7. = 1 et uw £ JEZ{E} .On dit que U est nilpotent
dindice p > 1si 4P = et uP1 ?é 0, avec la convention 0 = idg .

Partie A : cas général

a. Onsuppose u nilpotent d'indice P.Soit x £ F tel que up_l{ﬁ} ?é 0 . Démontrez que la
famille (;t:] ul:;n}! e uP_l(;n}) est libre. (1,5 point)

b. Déduisez-en que F = 71, puisque u™ = 0. (0,5 point)

Partie B : un exemple dans R3

Soit % l'endomorphisme de [R2 de matrice dans la base canonique {E‘l, Y E‘le ;



c. Calculez 42 et 42 .Quel est l'indice de nilpotence de ' ? (1 point)
d. Déterminez Ker v, Imwv etlerangde v.Vérifiezque Ker v — Im wv. (1 point)

e. Montrez que B’ = (e, u(ey), v2(e;)) estune base de R3 et donnez la matrice de v dans
cette base. (1 point)

Réviser avant le controdle : applications linéaires, noyau, image et
rang

Avant de faire ce contréle, relisez le cours « Applications linéaires » en L1 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés applications linéaires.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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