Exercices de maths en L3

Complétude et point fixe

Exercice 1 : Une suite de Cauchy de rationnels

n
1
Onpose, pour n € N, Unp = Z L1 . On admet que {uﬂ} converge dans [ vers €.
k=0

1. Montrer que toute suite de Cauchy d'un espace métrique est bornée.

2. Montrer que k! > 2k—1 pour k& =1, puisque 0 < Ug — Up = ﬁ pour g = p =1

. En déduire que (uy) estde Cauchy dans @.
3. Montrerque [ <& — 14, < 1 pourtout n = 1
' npenl -

4, En déduire que € est irrationnel, puis que ) munide |a: - y| n'est pas complet.

Exercice 2 : Suites qui ne sont pas de Cauchy

Dans cet exercice, (F,d) est un espace métrique.

1. Soit Uy = ¥T . Montrer que U, — Un —* 0 mais que l:uﬂ:l n'est pas de Cauchy dans
.

n
1
2. Soit Hyp = Z L. Montrerque Hg, — H, = %.Conclure.
k=1

3. Montrer que si la série Z d(%pn, T, 1) converge alors (zy) estde Cauchy dans E .
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ks
4. Montrer que la réciprogue est fausse, a l'aide de T = $ dans R ( n = 1).
n =

Exercice 3 : Distance arctangente et distance discrete

Sur R,onpose &z, y) = |arctan & —arctan y| . La figure ci-dessous représente la fonction
arctangente et les valeurs arctan n , qui s'accumulent sous W/E :
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1. Montrer que & est une distance sur [R.

2. Montrer qu'une suite () convergevers & pour § sietseulementsi elle converge vers &
pour la distance usuelle.

3. Montrer que la suite {ﬂ}n c I est de Cauchy pour & mais ne converge pas. Que peut-on en
conclure sur (R, &} ?

4. Surunensemble X ,onnote dplz,y) =1si = ?é y et dglr,z) = 0. Déterminer les



suites de Cauchy de (X, dg) et montrer que cet espace est complet.

Exercice 4 : Polynomes et norme des coefficients

_ k
Pour P = ;;Z}:o AT E R[X]'On pose Pl = g |ak|'

1. Vérifier que - estune norme sur R[] etque, pourtout k, |ap(P)| < IPl, ot a(P)
désigne le coefficient de X% .

n
Xk
2. Onpose Fp = Z "ok - Calculer | Pg — Fp| pour g2 p eten déduire que (Pp) est
k=0
de Cauchy.

3. Montrer que (P, ) ne converge pas dans (R[X], ). Conclure.

On travaille dans E = C([0,1]) munide "'co .

1. Rappeler pourquoi tout sous-espace de dimension finie d'un espace normé est fermé.

2. Soit {Pﬂ} une suite de fonctions polynomiales de degré au plus 2 qui converge uniformément
sur [D,l] vers une fonction f . Montrer que | est polynomiale de degré au plus 2.

1
¢, - ej'5F‘|OIO < Z k1 et en déduire que
Ek>n

i
k
3. On pose Qn{ﬁ) = Z %.Montrer que
E=0
&, — eXp dans E.

4. En déduire que le sous-espace des fonctions polynomiales n'est pas fermé dans F , et qu'il n'est
pas complet pour oo .
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Exercice 6 : Suites bornées et suites de limite nulle

Onnote £ I'espace des suites réelles bornées £ = ':‘fk:'}; c W - Muni de 1Tlog = Sip |$k|. on

note € le sous-espace des suites de limite nulle et €pp celui des suites nulles a partir d'un certain
rang.

1. Montrer que ¢ est un espace de Banach.

2. Montrer que €p estfermé dans #“°.En déduire que € est un espace de Banach.

3. Soit £ = (ﬁ'l)}; et $(N) la suite égalea Tk pour k& < IV etnulle ensuite. Calculer
2~ 2.

4. En déduire que ©pg n'est pas complet pour oo .

1
on munit  C([0,1]}) de la norme fl, = f|f{t}| dt.Pour n > 2, ondéfinit [, continue, nulle

0
+ %] etégalea 1 sur [% + %: 1]. La figure ci-dessous montre fg,

sur [[jJ %],afﬁne sur [

fget fio.

[l [l

1

[ [l
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1
. i = > p > 2,
1. Calculer ffﬂ , puis montrer que fg = fp pour § = p =~
0

2. En déduire |fg - fp|l pour g 2 P ,etmontrer que (fﬂ:l est de Cauchy pour ""1.
3. Montrer que {fﬂ} ne converge vers aucune fonction continue pour ‘1. Conclure.

4. Calculer |f2p - fp|oo. La suite est-elle de Cauchy pour '“'co ?

Exercice 8 : Fonctions de classe C1 et choix de la nhorme

Onnote B = CL([0,1]) I'espace des fonctions réelles de classe 1 sur [0,1] .

2
: 1 1 1 -1 sdui
1. Soit gn{iﬂ’} _ \/(a: _ i) +75 Montrer que () < gﬂ(x} — |;p — 2| < # . En déduire que
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(B, ) n'est pas complet.

2. Onpose IN(f) = |f{O)]+ |ff|oo . Montrer que JV estune normesur F etque

£l < N(f).

3. Montrer que (F, IN') est un espace de Banach.

On travaille dans I'espace de Banach C([0, 2]} munide ''co .Pour k > 1, on pose
cos(kx)

ug(z) = 2

1. Calculer [“El_, . Montrer que la série Z Uy converge dans C([0,27]).Onnote S sa

somme.
1 1
2. Montrer que Z 12 < W pour IN > 1, etendéduire |5 — 5| < %,OU
k>N .
N
SN = Z Uk
k=1

3. Combien de termes suffisent pour approcher § a 10—2 prés, uniformément ?

2ar
4. Calculer f ,5'{1:} dx en justifiant I'échange de la somme et de l'intégrale.
0

Exercice 10 : Série de Neumann matricielle

On munit R2 de ‘oo et Mxq(R) de la norme subordonnée, qui vaut Al = max Z |f1,,_:j,'|,
J



1. Soit A € My(R) avec |A| < 1. Montrer que Z Ak converge, que Iy — A est

1
1—14l"

A Ak _
inversible d'inverse kZ}:D , et que |{IE—A} 1| <

0 & 1;’2 E Ak
. . . — 2 . 7 g 7
2. Application: A (1},2 2 0 }) . Calculer A<, puis ¥S0 . Vérifier le résultat et

comparer |{Ig - A:l_1| a la majoration.

3. Soit MM inversibleet H avec |H|< ﬁ . Montrer que M + H estinversible. En
déduire que G Ly(R) est ouvert.

Soit (X, -} un espace vectoriel normé.

1. Onsuppose F' complet. Montrer que toute série absolument convergente de F converge, et

que HZ :r:nH < z [T

2. On suppose que toute série absolument convergente de &' converge. Soit (yﬂ} une suite de
Cauchy. Construire une extraction % telle que |y[ﬁ\rphi?](k+lj - yﬂp(ﬁ'(kﬂ = 2~k pour tout
k.

3. En déduire que ':ytp(k]:' converge, puis que (yﬂ} converge. Conclure.

4. Application : dans (C{[0,1]}, 1:' , exhiber une série absolument convergente qui ne converge
pas. On pourra utiliser les fonctions fn de l'exercice 7 avec 5, — 9k.

Exercice 12 : Résolution de x = cos x

Onnote I =[0,1] et f = cos.
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1. Montrerque f(I) C I etque f estcontractantesur I de constante k = gin1.
2. En déduire que I'équation o8 & = X a une unique solution # dans [, puisdans [E.

3. Onpartde Tp = 0 . Déterminer, par la majoration a priori, un nombre d'itérations qui garantit
|z, — £] < 1078 .Ondonne sinl == 0,841 47,

4. Onacalculé Tog ~2 0,7390833 et x4 =2 0,739 082 3. Donner une majoration a posteriori
de |~173[:] - £|

Exercice 13 : Méthode de Héron pour la racine de 2

Onpose g(z) = ]j(;];‘ 4 %) sur T = [1,2].

1. Montrerque g(I) C I etque & est %-contractante sur T
2. En déduire que la suite Ly = 1, Tptl = g{:nn} converge vers 3. Calculer L1 Ln Lg
sous forme de fractions.

3. Donner la majoration a posteriori de |:r:3 - \'@| .

(zn — "@jg

5 . Que dire de la vitesse réelle de convergence ?
Tn

4, Montrer que Tpil— I =

On cherche les couples {:J:, } € R? tels que



%cos Y

y:%sinsc+%l

1. Ecrire le systéme sous la forme X = F(X) et montrer que F' est %-contractante sur
{RE! oo:' '

2. En déduire que le systéme a une unique solution X ™.
3. Onpartde Xg = (0,0). Calculer X1 et Xq, puis majorer |Xﬂ - X*|m a priori.

Xg e (0,460951; X7 2 (0,460 864;

. Maj X7p-X"|
0,398 282) * 0,398 267) Majorer | X7 oo

4. On donne

1. Montrer que f{z) = 5 est contractante de 0, 1] dans ]0,1] et n'a pas de point fixe. Quelle
hypothese manque ?

2. Soit () = = +1 sur I =11, +co[ . Montrerque F(¥)C I, que
|f@) — fy)| < |z —y| pour =+ y dans I,etque f n'apasde point fixe.

3. Montrer que, dans la question 2, il n'existe aucune constante k < 1 telle que f soit k-
lipschitzienne sur I .

4. Soit K un espace métrique compact non videet [ : & — K telle que

d(f(=), f(v) <d(z,y) pour &£ y.Enétudiant & — d(z, f(x)), montrer que f aun
unigue point fixe.

Exercice 16 : Une itérée contractante
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Soit {E, d:l un espace métrique complet nonvideet f:E — E .

1. Montrer que cCo3 n'est pas contractante sur [E.

2. On suppose qu'une itérée fp ( ¢ = 1) est contractante. Montrer que f a un unique point fixe

£.

3. Toujours sous cette hypothése, montrer que pour tout T € F |asuite Totl = f{:l?n:l
converge vers ¥ .

4. Montrer que <08 © COS est I:Siﬂ 1}-Iipschitzienne sur [R.En déduire que pour tout réel *q, la
suite Tpi41 = CO3 In converge vers l'unique solutionde cos T = T,

Soit K :[0,1]* — R continue, M = max K|, ge C([0,l]) et X € R avec |[A|M <1.
oncherche f € C([0,1]) telle que

Veel0l], f(#)=g(z)+ X | K(zt) f(t) dt.

1. Pour f € C{[0,1]) ,onnote T(f) lesecond membre. Montrer que T'{(f} est continue.

2. Montrer que T est |}L| M -contractante pour '"'co . En déduire que I'équation a une unique
solution.

3. Cas particulier: g{x) =, X = % K{x,t) = xt.Déterminer la solution en posant
1

c:ftf{t}dt-

0

4. Toujours dans ce cas, calculer les itérees fn = Tﬂ([:]:l et |fn - f|m :



Exercice 18 : Opérateur de Picard et exponentielle

Soit a >0 et E = C([0,a]).Pour f € E, onpose #(f)(z) = l—I—ff{t:l dt.
0

1. Montrer que i‘{E} C E etque |‘f’{f:' - q’{ﬁ’”m < a |f - §’|O.O . Que peut-on conclure si
o<l ?

2. Montrer par récurrence que |#"(f)(x) — ¢" (g)(x)| < i—ﬁf — gl pour = € [0,a]. En

déduire que < a un unique point fixe pour tout @ > 0.

3. Montrer que ce point fixe est & — e . Calculer fﬂ = @ﬂ(l} ,ou 1 estlafonction
constante.

= sup
x € [0,a]

“'oo etque @ est = -contractante pour aw.

—2
4. On pose |f|w € ﬁlf{;ﬂﬂ . Montrer que '“'w est une norme équivalente a

B | — 1

La figure ci-dessous compare = — sin{l/xz) et = — zsin{l/x) au voisinagede 0.
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1. Soit f:]0,1] = R uniformément continue. Montrer que pour toute suite  {,,) de ]0,1] de
limite 0, lasuite (f{xy)) converge, et que sa limite ne dépend pas de la suite choisie.

2. En déduire que f se prolonge en une fonction continue sur [D,l] .
3. Montrer que = — sin{1/x) n'est pas uniformément continue sur ]0,1] .

4. Montrer que hA{z) = zsin{l/x) est uniformément continue sur ]0,1] et préciser son
prolongement.

Soit & unespace normé, I} unsous-espace densede &, F' unespace de Banach et
w:D — F linéaire telle que |u(z)| < €1zl pourtout = € I .

1. Montrer que % est uniformément continue sur 13}, puis qu'elle admet un unique prolongement
continu % : & — F.



2. Montrer que % est linéaire et que |Wl::t:“:l| < Cz) pourtout = € E.
3. Application. On note & I'espace des fonctions bornées sur [EI, ] munide '“eo, & lesous-
espace des fonctions en escalier et £ son adhérence. Montrer que l'intégrale F:& — [ se

prolonge en une forme linéaire T sur & avec |?{f:'| < |f|m

4, Montrer que toute fonction continue sur [D, ] appartienta £.

Soit E unespace de Banach, k € [0,1] et g:E — E une application k -lipschitzienne. On
pose f = idg + g . Ce résultat est le cceur de la démonstration du théoréme d'inversion locale.

1. Soit 4 € F. Montrerque f(z) = y équivautd = = @, (z), 00 @y(z) = ¥ — g(z) .En
déduire que f est bijective.

2. Montrer que |f(z) — f(=/)] = (1 — K)lz — /] En déduire que F~1 est ﬁ ]

lipschitzienne.

3. Montrer que f estaussi (14k) -lipschitzienne. Conclure que f est un homéomorphisme de
E.

4. Application dans [ : f{g:} =+ %sin x. Montrer que [ est une bijectionde R et que
7 ) - Al < 2y — o]

5. Onrésout f(x) = 1 par Tg =1, Loy =1- %Sin £, .0ndonne Tg = 0,684 978
et v =3 0,683 672 . Majorer I'erreur |3:.? — z¥|.

6. Application linéaire :si A € L.(E) vérifie |A| <1, retrouver que id g + A est bijective et

que |{idE +A)_1| < 1—1|A|'
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Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : complétude et point fixe, cours de maths en L3
e A maitriser avant : Espaces normés et applications linéaires continues

¢ Chapitre précédent : Compacité et connexité

¢ Chapitre suivant : Tribus, mesures et fonctions mesurables

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/completude-point-fixe-corrige-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/completude-point-fixe-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-vectoriels-normes-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/compacite-connexite-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/tribus-mesures-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

