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Corrigés des exercices de maths en L3

Complétude et point fixe

Corrigé de l'exercice 1 : Une suite de Cauchy de rationnels

Soit  de Cauchy dans . Avec , il existe  tel que 1.
pour tout . On pose . Ainsi, tous les
termes sont dans la boule fermée . Toute suite de Cauchy est bornée.

Pour , on a , produit de  facteurs au moins égaux à 2.
(de  à ) et du facteur . Donc . Ensuite, pour  :

Soit  et  tel que . Pour , on obtient
. La suite  est de Cauchy dans .

D'abord, . Ensuite, on factorise par  :3.

L'inégalité est stricte car . La somme géométrique vaut . Par conséquent,

.

Supposons  avec  entiers, . Alors  est entier, et 4.

aussi. Ainsi  est un entier. Or, d'après la question 3, , ce qui
est absurde. Donc  est irrationnel.

Enfin, si  convergeait dans  vers un rationnel , elle convergerait vers  dans .
Par unicité de la limite, , ce qui contredit l'irrationalité. La suite de Cauchy  ne
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converge pas dans , qui n'est donc pas complet.

Corrigé de l'exercice 2 : Suites qui ne sont pas de Cauchy

On a . En revanche, .1.

Pour  et tout , les indices  et  donnent
. La suite n'est pas de Cauchy : des termes consécutifs proches ne

suffisent pas.

La somme  contient  termes, tous supérieurs ou égaux à .2.

Donc . Ainsi  n'est pas de Cauchy. Comme elle est croissante et non
convergente, .

Notons , reste d'une série convergente, donc . Pour3.

, l'inégalité triangulaire donne

Par conséquent,  est de Cauchy.

La suite  tend vers , donc elle est de Cauchy. Cependant,4.

, terme général d'une série divergente. La réciproque est
donc fausse.

Point de méthode : le critère de la question 3 est celui qu'utilise la preuve du théorème du point fixe,

avec la majoration géométrique , où  est la constante de

contraction.
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Corrigé de l'exercice 3 : Distance arctangente et distance
discrète

Posons . La fonction  est positive et symétrique. De plus,1.
, d'où l'inégalité triangulaire. Enfin,

 implique , puis  car  est injective.  est une
distance.

Si  au sens usuel, alors  par continuité, c'est-à-dire2.
. Réciproquement, si , ces nombres sont dans

, où  est continue. Donc .
Les deux distances ont les mêmes suites convergentes.

Pour , les nombres  et  sont dans . Ainsi3.
, qui tend vers . La suite  est donc de Cauchy pour . Si

elle convergeait pour  vers un réel , elle convergerait vers  au sens usuel d'après la
question 2, ce qui est faux. L'espace  n'est pas complet, alors que  l'est avec
les mêmes suites convergentes : la complétude n'est pas une propriété topologique.

Soit  de Cauchy pour . Avec , il existe  tel que , donc4.
, pour . Autrement dit, les suites de Cauchy sont exactement les

suites stationnaires. Elles convergent toutes, donc  est complet.

Corrigé de l'exercice 4 : Polynômes et norme des coefficients

Le maximum porte sur un nombre fini de coefficients non nuls, donc il est bien défini. Si ,1.
tous les coefficients sont nuls et . L'homogénéité est immédiate. Pour l'inégalité
triangulaire,  pour tout . Enfin,

 par définition du maximum. C'est une norme, et chaque forme linéaire 
est -lipschitzienne.

Pour , on a . Le plus grand coefficient est celui de ,2.
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donc . Ce nombre tend vers  quand , uniformément en .

La suite est donc de Cauchy.

Supposons que  et notons  le degré de  (avec  si ). D'après3.
la question 1, . Or , tandis que

 pour . C'est une contradiction.  ne converge pas,

et  n'est pas complet.

Corrigé de l'exercice 5 : Sous-espaces de dimension finie

Un sous-espace  de dimension finie, muni de la norme induite, est un espace normé de1.
dimension finie. Il est donc complet, par le théorème du cours. Or une partie complète d'un espace
métrique est fermée.  est fermé.

Le sous-espace  des fonctions polynomiales de degré au plus  sur  est engendré par2.
. Il est de dimension finie, donc fermé dans . Or  est la limite dans  de la

suite  d'éléments de . Ainsi  :  est polynomiale de degré au plus 
.

Pour , on a , donc3.

Ce majorant ne dépend pas de . Il tend vers , comme reste d'une série convergente. Par
conséquent, .

La fonction  n'est pas polynomiale. En effet, si elle l'était de degré , sa dérivée d'ordre4.
 serait nulle, alors qu'elle vaut . Ainsi  est dans l'adhérence du sous-espace des

fonctions polynomiales, sans lui appartenir. Ce sous-espace n'est pas fermé ; il n'est donc pas
complet, puisqu'une partie complète est fermée. Concrètement,  y est de Cauchy sans y
converger.
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Corrigé de l'exercice 6 : Suites bornées et suites de limite nulle

Soit  de Cauchy dans . Pour tout , . Donc1.

 est de Cauchy dans  et converge vers un réel . Ensuite, on fixe  et 

tel que  pour . Pour  et  fixés, on fait tendre 

vers l'infini : . D'une part, , donc . D'autre

part,  pour .  est un espace de Banach.

Soit  une suite de  qui converge vers  dans , et . On choisit  tel2.

que , puis  tel que  pour . Alors

 pour . Donc . Ainsi  est un sous-
espace fermé du Banach  :  est un espace de Banach.

La suite  est nulle jusqu'au rang , puis vaut . Son plus grand terme est3.

atteint en . .

Les suites  sont dans  et convergent vers , qui n'est pas dans  puisque tous4.
ses termes sont non nuls. Par conséquent,  n'est pas fermé dans . Il n'est donc pas
complet : la suite  y est de Cauchy sans y converger.

Corrigé de l'exercice 7 : Norme de la moyenne sur les fonctions
continues

On a . Le calcul d'aire donne1.

Pour , la quantité  croît avec , et  est

croissante. Donc  pour , l'égalité  valant sur .
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Comme , on a2.

Pour , on obtient . La suite est de Cauchy pour .

Supposons  avec  continue. D'abord,  sur , donc3.

. La fonction  est continue, positive et d'intégrale nulle :

 sur . Ensuite, soit . Pour , on a  sur 

, d'où . Ainsi  sur , pour tout , donc sur

. Finalement,  alors que  : c'est absurde.

 n'est pas complet.

Sur , on a  avec , croissant4.

jusqu'à . Ensuite,  décroît jusqu'à . Donc , et

la suite n'est pas de Cauchy pour la norme uniforme. C'est cohérent : sa limite simple est
discontinue.

Corrigé de l'exercice 8 : Fonctions de classe C1 et choix de la
norme

Posons . La fonction  est de classe , comme racine d'une fonction1.
 strictement positive. Par la quantité conjuguée,



Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.

car . Ainsi  uniformément. La suite  converge dans ,
donc elle est de Cauchy pour . Si elle convergeait dans  vers , on aurait 
par unicité de la limite dans . Or  n'est pas dérivable en .  n'est pas
complet.

Si , alors  et , donc . L'homogénéité et l'inégalité2.

triangulaire se vérifient terme à terme. Ensuite,  donne

. Donc .

Soit  de Cauchy pour . Comme , la suite  est3.

de Cauchy dans le Banach  ; elle converge uniformément vers  continue. De même,
 est de Cauchy dans  et converge vers . On pose alors

. Par le théorème fondamental de l'analyse,  est  avec

 et . Enfin, .

 est un espace de Banach.

Point de méthode : pour un espace de fonctions dérivables, la bonne norme doit contrôler la dérivée ; on
construit alors la limite en intégrant la limite des dérivées.

Corrigé de l'exercice 9 : Une série de fonctions dans C([0,2π])

On a  avec égalité en , donc . La série de Riemann1.

 converge. Ainsi  est absolument convergente dans le Banach . Elle

y converge donc : sa somme  est continue, et la convergence est uniforme.

Pour , . En sommant de  à l'infini, la somme2.

télescopique vaut . Ensuite, par l'inégalité du cours,
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On a bien .

Il suffit que .  termes suffisent.3.

Chaque  vérifie . Donc . De plus,4.

. En faisant tendre  vers l'infini,

.

Corrigé de l'exercice 10 : Série de Neumann matricielle

L'espace  est de dimension finie, donc c'est un Banach. La norme subordonnée est sous-1.
multiplicative, d'où . La série géométrique  converge, donc 
converge absolument, puis converge ; notons  sa somme. Ensuite,

Le produit matriciel est continu, donc . En dimension finie, cela suffit :

 est inversible d'inverse . Enfin, .

La norme de  vaut  (somme des valeurs absolues d'une ligne). On calcule .2.
Ainsi  et . Par conséquent,

Vérification : la première ligne de , soit , donne  et  ;

la seconde ligne se traite de même. . Sa norme vaut

, et la majoration donne  : elle est atteinte.
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On écrit . Or . D'après la3.
question 1 appliquée à , la matrice  est inversible. Ainsi 
est un produit de matrices inversibles. Par conséquent, la boule ouverte de centre  et de rayon

 est incluse dans .  est ouvert.

Corrigé de l'exercice 11 : Caractérisation des espaces de
Banach par les séries

Soit . Pour , , reste1.

d'une série convergente. La suite  est donc de Cauchy, et elle converge car  est

complet. De plus, , et la norme est continue. La série converge et

.

Pour chaque , le critère de Cauchy fournit  tel que  pour2.
. On pose  et . Ainsi  est

strictement croissante et  pour tout . Comme  et  sont au
moins égaux à , on obtient .

La série  est absolument convergente, donc convergente par hypothèse3.
; notons  sa somme. Or sa somme partielle d'indice  vaut . Donc

. Enfin, une suite de Cauchy qui a une valeur d'adhérence converge.
 converge, et  est un espace de Banach.

Posons  pour . D'après l'exercice 7,4.

. La série  est donc absolument convergente.

Supposons qu'elle converge vers . Ses sommes partielles valent ,

donc . La suite de Cauchy  aurait une valeur d'adhérence continue,
donc convergerait, ce que l'exercice 7 exclut. La série  est absolument convergente
mais diverge.
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Corrigé de l'exercice 12 : Résolution de x = cos x

La fonction  est décroissante sur , donc . Or1.
, d'où . Ensuite,  sur , car

 croît sur . Par l'inégalité des accroissements finis,
. Comme ,  est contractante de constante

.

L'intervalle  est fermé dans , donc complet. Le théorème de Banach-Picard donne une2.
unique solution . Hors de , il n'y en a pas : si , alors  ; si

, l'égalité  imposerait , où .  est donc
l'unique solution réelle.

On a , donc . La majoration a priori demande3.

, soit

 itérations suffisent. La figure ci-dessous montre la toile d'araignée correspondante.
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La majoration a posteriori donne4.

On garantit . En réalité,  et l'erreur vaut environ
. En effet, la vraie raison de convergence est , plus petite

que .

Corrigé de l'exercice 13 : Méthode de Héron pour la racine de 2
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On a . Elle est négative sur  et positive sur . Le minimum1.

vaut , et . Donc . De plus, sur ,

, donc . Par les accroissements finis,  est -contractante sur
.

L'intervalle  est complet. Le point fixe vérifie , soit , d'où . La2.

suite converge donc vers . Ensuite, , puis , et

, , .

Avec , on a . Or , donc3.

.

On réduit au même dénominateur :4.

Comme , l'erreur  vérifie . La convergence est

quadratique : le nombre de décimales exactes double environ à chaque étape. Par exemple,
 donne , bien meilleur que la majoration de la question 3.

Corrigé de l'exercice 14 : Un système non linéaire dans le plan

On pose . Le système s'écrit . Les fonctions1.

 et  sont -lipschitziennes, donc

 est -contractante.
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L'espace  est complet (dimension finie). Par le théorème de Banach-Picard, le2.
système a une unique solution .

On a , puis . Comme3.

, la majoration a priori donne

.

On a . Comme ,4.

. La solution vaut environ .

Corrigé de l'exercice 15 : Les hypothèses du théorème du point
fixe

Pour , on a , et . Un point fixe vérifierait1.
, soit , exclu. L'hypothèse manquante est la complétude :  n'est pas

fermé dans , et la suite des itérées, de Cauchy, tend vers  hors de l'espace.

Pour , on a , donc . Ensuite,2.

Si  dans , l'un des deux est strictement supérieur à , donc  et
. Ainsi . Enfin,  :  n'a pas

de point fixe. Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe reste au-dessus de la diagonale tout
en s'en approchant.
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Pour  et , le rapport  tend vers . Toute3.

constante de Lipschitz  vérifie donc .  n'est pas contractante, et le théorème ne
s'applique pas.

La fonction  est continue, car  l'est (elle est -lipschitzienne) et la4.
distance est continue. Sur le compact , elle atteint son minimum en un point . Si

, alors , ce qui contredit la
minimalité. Donc . Pour l'unicité, deux points fixes  donneraient

.  a un unique point fixe.

Corrigé de l'exercice 16 : Une itérée contractante
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Pour , le taux  tend vers  quand . Toute1.

constante de Lipschitz de  est donc au moins .  n'est pas contractante sur .

Par Banach-Picard,  a un unique point fixe . Alors ,2.
donc  est aussi fixe par . Par unicité, . Réciproquement, tout point fixe de

 est fixe par , donc égal à .  est l'unique point fixe de .

Pour , la suite  est la suite des itérées de  issue de3.
. Par Banach-Picard, elle converge vers . Soit  ; pour chaque , il existe  tel

que  pour . En posant , on a
 pour . La suite  converge vers .

Posons . Alors . Comme  et que4.
 est impaire et croissante sur , on a . De plus, .

Par les accroissements finis,  est -lipschitzienne sur . D'après les questions 2 et 3
avec  et , complet, l'équation  a une unique solution, et toute
suite  converge vers elle, quel que soit .

Corrigé de l'exercice 17 : Équation intégrale de Fredholm

Par le théorème de Heine,  est uniformément continue sur le compact . Soit  et1.
 tel que  implique  pour tout . Alors

Comme  est continue,  est continue.

Pour  et , on a2.

. Donc 

est -contractante. L'espace  est un Banach. Par Banach-Picard, l'équation a
une unique solution continue.

Ici  et  : la solution existe et est unique. Elle vérifie3.
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 avec . Donc , puis

La solution est . Vérification : , et .

Pour , on a . Ainsi4.

 avec  et . Le point fixe de cette récurrence est 

, et . Donc  et . La

figure ci-dessous montre ces itérées.
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Point de méthode : la constante  obtenue par  est pessimiste ; la vraie raison vaut , car

 est petit.

Corrigé de l'exercice 18 : Opérateur de Picard et exponentielle

Pour  continue,  est de classe , donc continue. De plus,1.

. Si , 

est contractante sur le Banach , donc a un unique point fixe.

Pour , l'inégalité est évidente. Supposons-la vraie au rang . Alors2.

Ainsi  est -lipschitzienne. Or , donc il existe  tel que . D'après le
résultat de l'exercice 16,  a un unique point fixe, pour tout .

Un point fixe  est , avec  et . Alors ,3.

donc . Inversement, . Enfin, si , alors

. Comme ,  : les itérées

de Picard sont les polynômes de Taylor de l'exponentielle, comme le montre la figure.

https://mathovore.fr


Pour , on a , d'où . Les axiomes4.
de norme se vérifient directement. Les normes sont équivalentes, donc  est complet.
Ensuite, , donc

En multipliant par , .

Point de méthode : la norme à poids exponentiel rend l'opérateur de Picard contractant sur tout
intervalle ; c'est l'argument le plus court pour le théorème de Cauchy-Lipschitz global.



Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.

Corrigé de l'exercice 19 : Prolongement d'une fonction
uniformément continue

Soit  et  tel que  implique . La suite 1.
converge, donc elle est de Cauchy : il existe  tel que  pour .
Alors . Ainsi  est de Cauchy dans , complet : elle converge.
Si  est une autre suite de limite , la suite  tend vers , donc son
image converge. Ses deux sous-suites ont alors la même limite. La limite  ne dépend pas de
la suite.

On pose . Soit  une suite de  de limite . Les termes non nuls2.
forment, s'ils sont en nombre infini, une suite dont l'image tend vers  ; les termes nuls ont pour
image . Donc . Le prolongement est continu en , et il l'est
ailleurs puisque  l'est.

Soit  et . On a , mais  et3.

. La définition de l'uniforme continuité échoue pour .  n'est
pas uniformément continue sur .

On a , donc  quand . Posons  : la fonction4.
obtenue est continue sur le segment . Par le théorème de Heine, elle y est uniformément
continue, donc aussi sur . Le prolongement est .

Corrigé de l'exercice 20 : Prolongement des applications
linéaires continues

Par linéarité, . Ainsi  est -lipschitzienne,1.
donc uniformément continue. Comme  est dense et  complet, le théorème de
prolongement donne un unique prolongement continu .

Soit ,  un scalaire, et ,  avec . Alors2.
 tend vers . Par continuité,

. De
même, en passant à la limite dans , on obtient , et 
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est linéaire.

L'adhérence  d'un sous-espace est un sous-espace, et  y est dense. L'intégrale est linéaire sur3.

, et . Enfin,  est complet. On applique les questions 1 et 2 avec

 :  se prolonge en  linéaire avec .

Soit  continue sur . Par Heine, elle est uniformément continue. Pour , on prend4.
 associé et une subdivision  de pas au plus . On pose

 sur  et . Alors . Toute fonction
continue est dans , ce qui définit son intégrale par prolongement.

Corrigé de l'exercice 21 : Problème : perturbation
lipschitzienne de l'identité

On a . Or1.
. Ainsi  est contractante sur le

Banach . Par Banach-Picard, elle a un unique point fixe. Autrement dit, tout  a un unique
antécédent :  est bijective.

Par l'inégalité triangulaire inversée,2.

En posant  et , on obtient
.

De même, . Donc  est -lipschitzienne.3.
C'est une bijection continue d'inverse continu :  est un homéomorphisme de .

La fonction  est -lipschitzienne sur le Banach . D'après ce qui précède, 4.
est une bijection de , d'inverse -lipschitzien. Comme le montre la figure ci-dessous, la
pente de  reste entre  et .
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L'itération proposée est , avec  et . Or5.
. On garantit . En fait,

, et l'erreur réelle vaut environ .

Si  est linéaire continue, elle est -lipschitzienne. D'après la question 1 avec6.
, l'application  est bijective. Son inverse est linéaire, comme inverse

d'une bijection linéaire. Par la question 2, elle est -lipschitzienne. Donc

, ce qui redonne le résultat de la série de Neumann.

Point de méthode : dans le théorème d'inversion locale, on applique une version locale de ce résultat,
sur une petite boule, à , dont la constante de Lipschitz est petite au
voisinage de .
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