Corrigés des exercices de maths en L3

Complétude et point fixe

Corrigé de I'exercice 1 : Une suite de Cauchy de rationnels

1. Soit (zy) deCauchydans (F,d).Avec ¢ = 1,ilexiste IV telque d{Tp, ) <1
pourtout 7 > IN .Onpose B = max(l,d(zg, £ ), ... d(z5_1, ). Ainsi, tous les
termes sont dans la boule fermée Bf(:E“N, R:l. Toute suite de Cauchy est bornée.

2. Pour £ >1,0ona Kl =1%x2x...x k,produitde %k —1 facteursau moins égauxa 2
(de 2 & k)etdufacteur 1.Donc k!> 25—1 Ensuite,pour ¢ = p = 1 :

q +00 D
_ 1 R V0 S T
0= ug—up= E: S E ok—1 = 1-1/2 = gp-1
k=p+1 k=p+1

Soit £>0 et N > ltelque 21=N < ¢ Pour p,g = IV, on obtient
[ig — up| < 91 — min(p,g) < ¢ .Lasuite (uy,) estde Cauchydans Q.

3. D'abord, & ~HYn = %} 0 Ensuite, on factorise par _1_.
' ' E>atl ’ Pl 1t

1 1 1 1 1
€ —Up = (n—l—l)!(l T T (n+2)(n+3) T ) < (n+1)! ;‘Z>:0 (n+1)5'.‘

. . os . 1 1 ‘ i -n_-l—l .
L Inegallte est stricte car ) ntl La somme géometrique vaut - Par consequent,

O<e—up < Th

q I

. . q.

4. Supposons & = % avec @, 4 entiers, ¢ = 1.Alors gle estentier, et glug = E I
k=10

aussi. Ainsi M = q!{e — ug:l est un entier. Or, d'aprés la question 3, [0 < m < % < 1, cequi
est absurde. Donc & est irrationnel.

Enfin, si {un:l convergeait dans {J vers un rationnel T, elle convergerait vers T dans [.
Par unicité de la limite, T = &, ce qui contredit I'irrationalité. La suite de Cauchy () ne
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converge pas dans {J, qui n'est donc pas complet.

Corrigé de I'exercice 2 : Suites qui ne sont pas de Cauchy

1
—_ = ’I"J:-
1.Ona u, . —tup it m 0 .Enrevanche, g4,

Pour ¢ = 1 ettout N > 2 lesindices p = IN et ¢ = 41N donnent
Ug — up| — VN > 1. La suite n'est pas de Cauchy : des termes consécutifs proches ne
suffisent pas.

— Uy, = 2T — A = VT

2m
1 . . , .
2. Lasomme Hq, —H, = Z L contient 7. termes, tous supérieurs ou €gaux a ﬁ
E=n+41

Donc Hq, - H, > % .Ainsi (H ,,)} n'est pas de Cauchy. Comme elle est croissante et non
convergente, H, — 4oco.

3. Notons fip = k; d{‘fk” $k+l), reste d'une série convergente, donc Hp — 0. Pour
=~ P

g > P, l'inégalité triangulaire donne
g—1
d(zp, zq) < Z d(zy, z, 1) < Ep.
k=p

Par conséquent, (%) estde Cauchy.

n
4, La suite . = % tend vers (1, donc elle est de Cauchy. Cependant,
n =
1 1 1 4 , Arin A -
d{ Ty, :r:n_|_1:| il = 7§, terme géneral d'une série divergente. La réciproque est
donc fausse.

Point de méthode : le critere de la question 3 est celui qu'utilise la preuve du théoreme du point fixe,
avec la majoration géométrique cﬁ{:t:j-, :J:j-_i_ljl < ¢ d(zg, ©1),0u c estla constante de

contraction.



Corrigé de I'exercice 3 : Distance arctangente et distance

discrete

1. Posons @ = arctan .Llafonction & est positive et symétrique. De plus,
§(z,z) = |ale) — a(z)| < |alz) — aly)| + |e{y) — «(z)|, d'ou I'négalité triangulaire. Enfin,
$(z,y) = 0 implique a{z) = afy),puis T = ¥ car arctan estinjective. § estune
distance.

2. Si Ty — T ausensusuel, alors arctan iz, — arctan x par continuité, c'est-a-dire
6(xyp, ) — 0. Réciproquement, si arctan x,, — arctan £, ces nombres sont dans
T N . . .
]-5'5[ . ou tan estcontinue. Donc £, = tanfarctan ,) — tanfarctanz) = = .
Les deux distances ont les mémes suites convergentes.

3. Pour p,q 2 IN ,lesnombres arctan p et arctang sontdans [arctan IV, %[.Ainsi
§(p,g) < 7 —arctan N, quitendvers 0.Lasuite (n) estdonc de Cauchy pour §.Si
elle convergeait pour & versunréel x, elle convergerait vers I au sens usuel d'apres la
question 2, ce qui est faux. L'espace (R, §) n'est pas complet, alors que (R, ||} I'est avec
les mémes suites convergentes : la complétude n'est pas une propriété topologique.

4. Soit (x,) de Cauchy pour dp.Avec & = % il existe IV telque dg{zyp, zq4) < % , donc

Lp = Lg , pour p,q = IN . Autrement dit, les suites de Cauchy sont exactement les
suites stationnaires. Elles convergent toutes, donc (X, dy) est complet.

Corrigé de I'exercice 4 : Polynomes et norme des coefficients

1. Le maximum porte sur un nombre fini de coefficients non nuls, donc il est bien défini. Si | P| = 0,
tous les coefficients sont nuls et P = (0. L'homogénéité est immédiate. Pour I'inégalité
triangulaire, |ap(P+@Q)| < |a (P)| + |an(@)] < IPI 4 |Q| pourtout k. Enfin,

|’1k':P:'| < |P| par définition du maximum. C'est une norme, et chaque forme linéaire g

est 1 -lipschitzienne.

g
Xk
2. Pour §>p,ona Fg—FPp= Z "k - Le plus grand coefficient est celui de xrt+l,
k=p+1
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donc |FPg— Fyp| = ﬁ. Ce nombre tend vers 0 quand P — +o0, uniformémenten ¢ .

La suite est donc de Cauchy.

3. Supposons que F, —+ P etnotons 4 ledegréde P (avec d = 0 si P = (). D'aprés
la question 1, |&d+1{Pn} — G&d+1(P:l| S| Pr—F| =0 0r G&d+1{P:‘ = 0, tandis que

ay1(Pr) = EG’LH pour m > d-+1 . Clestune contradiction. {Fy) ne converge pas,
et (R[X], ) n'est pas complet.

Corrigé de I'exercice 5 : Sous-espaces de dimension finie

1. Un sous-espace F' de dimension finie, muni de la norme induite, est un espace normé de
dimension finie. Il est donc complet, par le théoréme du cours. Or une partie compléte d'un espace
métrique est fermée. F' est fermé.

2. Le sous-espace F'n des fonctions polynomiales de degré au plus 2 sur [D, ] est engendré par
1, z, £2 . Il est de dimension finie, donc fermé dans E .Or f estlalimitedans & dela
suite (P,,) délémentsde F'y.Ainsi f € F'y: f est polynomiale de degré au plus 2

k

I

3. Pour z € [0,]],ona €° = Z k!, donc
KS0

Ce majorant ne dépend pas de . Il tend vers [J, comme reste d'une série convergente. Par

Qﬂ —e:{p|DO — 0

conséquent,

4. La fonction £XP n'est pas polynomiale. En effet, si elle I'était de degré d , sa dérivée d'ordre
d-1 serait nulle, alors qu'elle vaut €XP . Ainsi ©XP est dans I'adhérence du sous-espace des
fonctions polynomiales, sans lui appartenir. Ce sous-espace n'est pas fermé ; il n'est donc pas
complet, puisqu'une partie compléte est fermée. Concretement, (Qﬂ} y est de Cauchy sans y
converger.



Corrigé de I'exercice 6 : Suites bornées et suites de limite nulle

1. Soit (™) de Cauchy dans ¢°. Pour tout k, |£E:P:' — $E:g)| < |£® - 2@ ponc

l:d?(nj:lﬂ est de Cauchy dans R et converge vers un réel Yg.Ensuite, onfixe €>0 et N

tel que |$‘(P) —;]_?I:g”m < g pour p,g = N Pour ket p > IN fixés, on fait tendre ¢

vers I'infini : |$E:p) —y| < €. D'une part, | < |$(N)|m +&,donc y € £%° . Dautre
part, |$[p) — y|m < gpour p = IN. g% estunespace de Banach.

2. Soit {g;':”:') une suite de € qui converge vers Y dans #“,et &> 0.O0n choisit 7 tel
que |:1:':n:' — yL:JO < g,puis K tel que |:J:E:ﬂj| < € pour k = K .Alors
el < Jyg - $ET‘)| + |£E;n)| < 2e pour k > K .Donc ¥ € €. Ainsi Cg estun sous-

espace fermé du Banach g‘x’ : €0 est un espace de Banach.

, . , , 1
3. Lasuite 4, _ 1;':3"5) est nulle jusqu'au rang JW , puis vaut E41 - Son plus grand terme est

atteinten & = I +1. |£—:EI:N)|OO = ﬁ

4. Les suites (V) sontdans Cpp etconvergentvers ,quin'estpasdans Cgp puisque tous

ses termes sont non nuls. Par conséquent, ©gp n'est pas fermé dans g‘x’ . Il n'est donc pas
complet : la suite (g;':N:') y est de Cauchy sans y converger.

Corrigé de I'exercice 7 : Norme de la moyenne sur les fonctions

continues

1. Ona fﬂ(;r} = min(l, max(0, n(r — %}ZD . Le calcul d'aire donne

1 1/2+1/n
_ 1 l1_1y_ 1,1 1_1_ 1
ffn— / n(t_Q)dt-l'(Q_n)_2n+2_n_2_2n
0 1/2
Pour ¢ > %,Ia quantité n{x—%) croltavec 7, et t — min(l, max(0,t) est

croissante. Donc fq 2 fp pour g > p,I'égalité 0 = O valantsur [0, %]
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2. Comme fg—prD,ona
1 1 1.
\fq_fp\lz (fg=Ffp)=2p—2¢< 25

1
Pour p,q = IN,on obtient |fg — fp|1 < 777 - La suite est de Cauchy pour ""'1.

3. Supposons |fn - f| — 0 avec f continue. D'abord, fn = 0 sur [[j l], donc

1 12
1/2
f |f| < |f —f | —s (1. La fonction |f| est continue, positive et d'intégrale nulle :
= nly
0
f =10 sur [0, %] Ensuite, soit ¢ € ]%:1[ .Pour n = ﬁ,ona fpo=1Ysur [c1]

1
, d'ol f|f ~1<|f _f'-”«|1 ., g-Ainsi f =1 sur [e1], pourtout ¢, donc sur
C .
L, 11. Finalement, Ly _ 0 alors que lim n flz) =1 : c'est absurde.
2 f 2 T

— 1/2
(C{[Dzl]:': :' n'est pas complet.
1

4, Sur [%:%—kﬁ],ona fgp—fpzzpf_iﬂt:?iavec t:;]:—%,croissant1
jusqu'a %.Ensuite, fop—Ffp=1—p1t décroitjusqua 0. Donc |fgp—fp| = 5, et
[

la suite n'est pas de Cauchy pour la norme uniforme. C'est cohérent : sa limite simple est
discontinue.

Corrigé de I'exercice 8 : Fonctions de classe C1 et choix de la

norme

1. Posons h(z) = |z — %| La fonction 9, est de classe ¢l , comme racine d'une fonction

1 strictement positive. Par la quantité conjuguée,

9,(2) — h(@) = ;- € |0, | = 0.4




car g (z) > L . Ainsi g, —+ b uniformément. La suite (g,) converge dans C([0,1]),
donc elle est de Cauchy pour '“'co . Si elle convergeait dans E vers 1 ,onaurait ¥ = h
par unicité de la limite dans  C{[0,1]). Or A n'est pas dérivable en % . (B, ) n'est pas

complet.
2.5i N(f)=0,alors f' =0 et f({0) =0,donc f = O.L'homogénéité et I'inégalité
I
triangulaire se vérifient terme & terme. Ensuite, f(z) = f(0) + ff’;(t:l dt donne

76| < FO) + 51| < N(F). pone If],, < N(F).

_ / ! : /
3. Soit (fn:l de Cauchy pour IV .Comme |fp - fg|m < N{fp - fg:' la suite {fﬂ} est
de Cauchy dans le Banach C([0,1]) ; elle converge uniformément vers g continue. De méme,
l:fn([j}:l est de Cauchy dans [ et converge vers . On pose alors
I

flz) =c+ f g(%) dt . Par le théoréme fondamental de I'analyse, f est 1 avec

0
fl=get f(0)=c.efin, N(f,—f)=1f,@-cl+|f;-g| —0

(F, N') est un espace de Banach.

Point de méthode : pour un espace de fonctions dérivables, la bonne norme doit controler la dérivée ; on
construit alors la limite en intégrant la limite des dérivées.

Corrigé de I'exercice 9 : Une série de fonctions dans C([0,2m])

1. Ona |ug(z)| < é avec égalitéen x = 0, donc gl = k%.La série de Riemann

Z ﬁ converge. Ainsi Z uy est absolument convergente dans le Banach  C([0,27]) . Elle

y converge donc : sa somme & est continue, et la convergence est uniforme.

1 1

= E(k—1) = k—1 % Ensommantde & = IN—+1 alinfini, la somme

kﬂ

2. Pour k = 2,

télescopique vaut . Ensuite, par I'inégalité du cours,

S—Snlo=| 2 wm| <2 ws<w

k>N oo k>N
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On a bien |5 — 5N| %

< 10—2. NN = 100 termes suffisent.

3. Il suffit que % <

2ar Yo 2ar
_— sin(kx)
4, Chaque UYg vérifie .;;og(ﬁg;p} dr = — = (1. Donc S = 0.Deplus,
0
0 0

ar dm
fS - f Sy| = 2w |5 - 5N|oo L;:rr En faisant tendre IV vers l'infini,
0 0

{5{1:}.:51::0.

Corrigé de I'exercice 10 : Série de Neumann matricielle

1. L'espace  My(R) est de dimension finie, donc c'est un Banach. La norme subordonnée est sous-
multiplicative, d'ol | A¥| < |4 |%. La série géométrique Z |AI* converge, donc Z Ak
converge absolument, puis converge ; notons % sa somme. Ensuite,

(Iy— Z AR = 15— AnTL ARt <40t

Le produit matriciel est continu, donc  {f5 — A})S = Iq . En dimension finie, cela suffit :

_ L S = Ak S
Iy — A estinversible d'inverse kgﬂ . Enfin, |51 < Z \AI® = 17—

1.

-

2. Lanormede 4 vaut % (somme des valeurs absolues d'une ligne). On calcule A2 =
Ainsi A% — 4= Iq et A9+l _ 4—3 4 .Par conséquent,

> Ak:(z 4_j)(f2+A) T2+ A) = (2?3 2{3 4/3)‘

E>0 g >0

4 42 2

Vérification : la premiére ligne de fg — A, soit (1 — :1 donne 3 —% =1 et 3—3= 0;
la seconde ligne se traite de méme. (Ig — A)~! = g([ﬂra@r?] 3 gj E ,}) . Sa norme vaut

% + % = 2, etla majoration donne  § —llfg = 2 : elle est atteinte.




3. Onécrit M+ H = M(Iq4+ M—L1H) . or |[M—1H| < M~ I1H|<1. Dapresla
question 1 appliquée a — pF—L1Er, la matrice In + M—1H estinversible. Ainsi M + H
est un produit de matrices inversibles. Par conséquent, la boule ouverte de centre M et de rayon

estincluse dans G Lo(R). GLqy(R) est ouvert.

1
| g —1|

Corrigé de I'exercice 11 : Caractérisation des espaces de
Banach par les séries

g
1. Soit Sp = Z $k.Pour qg=p, |5q _5P| < 2 |€ & | < Z | k| reste
k<n k=p+l1 k>p
d'une série convergente. La suite (.S, ) est donc de Cauchy, et elle converge car F est

< . -
complet. De plus, [Sal < k;ﬂ ¥ k| , et la norme est continue. La série converge et
|22 2a] < 32 i

2. Pour chaque %, le critére de Cauchy fournit IV tel que Yp — Yql < 27% pour
2,¢ 2 Ng.onpose @(0) = Ng et w(k+1) = max{Ngi1, @(k) +1). Ainsi @ est
strictement croissante et (k) > N1 pourtout k.Comme (k) et w(k+1) sontau

moins égaux a IV, on obtient 1Y ivrphiz)k+1) ~ Yoolax)| <27k

3. La série Z (ytp[k—l—lj - y%ﬁ'(k’)} est absolument convergente, donc convergente par hypothese

;notons 5 sa somme. Or sa somme partielle d'indice K —1 vaut ¥u(K) ~ ¥s5(0) . Donc
y(p(_,r{) — y(p(g) + s, Enfin, une suite de Cauchy qui a une valeur d'adhérence converge.
(yn) converge, et ¥ est un espace de Banach.

4. Posons Up = fgi:+1 - fgk pour k = 1.D'aprés I'exercice 7,
1

1 -
|’uk|l = 9k+l T nk+2 — k2 - Laserie Z Uy est donc absolument convergente.
K
Supposons qu'elle converge vers 5. Ses sommes partielles valent Z v = fgj’{+1 - fg ,

k=1
donc fgf{+1 — fg + 5 . La suite de Cauchy (fn} aurait une valeur d'adhérence continue,

donc convergerait, ce que I'exercice 7 exclut. La série E Uy est absolument convergente
mais diverge.
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Corrigé de I'exercice 12 : Résolution de x = cos x

1. Lafonction cos est décroissante sur [0,1] , donc cos(f) = [cos1,1].0Or
cosl =2 0,54>0,dou f(I) C I .Ensuite, |cos/(z)] = sinz < sinl sur T,car
sin croitsur [0,1] . Par I'inégalité des accroissements finis,
lcosz —cosy| < sinl-|z —y|.Comme sinl<1, f estcontractante de constante

k =snl.

2. L'intervalle I estfermé dans [K, donc complet. Le théoreme de Banach-Picard donne une
unique solution £ c J .Horsde JF,iln'yenapas:si = =1,alors cosx <1<z ;si
r <0, 'égalité cosz = x imposerait © € [—1,0[ o0 cosz>0>x. £ estdonc
I'unique solution réelle.

3.0na £; =¢c0s0 =1, donc |#; — x| = 1.Lamajoration a priori demande
" —6 soi
7 < 10—, soit

In(107(1 — k)  _15.657
n 2 In ~ —pi726 = 90,7

n = 91 itérations suffisent. La figure ci-dessous montre la toile d'araignée correspondante.



1.0

0.8 -

AN

0.6 1 \

{=0,7390

0.4 1
0.2 1

— ) = CO0S X

— y=x

—— itérations x,4+1=c0sXp, Xg=0
0.0 }/ I T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4. La majoration a posteriori donne

290 — £ < 155lw 90 — gl = 5,308 x 7,0-1076 = 3,7-107°.

On garantit |zgy— £| < 41075, Enréalité, £ =2 0,739 085 et l'erreur vaut environ
3 .10—6 . En effet, la vraie raison de convergence est |cos/(£)| = sin £ =5 0,674, plus petite
que sinl.

Corrigé de I'exercice 13 : Méthode de Héron pour la racine de 2
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1. Ona g/(x) = %(1 — %) . Elle est négative sur  [1, V2] et positive sur [vZ, 2] . Le minimum
vaut g(v2) = V2, et g(1) = g(2) = % Donc g(I) = [V2, %] C I .Deplus,sur I,
1— % c [—1, %] , donc |gf| < % Par les accroissements finis, 4 est %-contractante sur
I.

2. L'intervalle I est complet. Le point fixe vérifie » — %,soit rd = 9,dolu 1 = 9.Lla

suite converge donc vers 3 . Ensuite, T = % , puis Ly = %(% + %) = % et

- __1(11 +_2g) _ 1 289 +288 _ b77.
3 — 2\12 T 17) — 2 204

— 408
o3 _1T 57
1= 3" T3 =13 ¥3 = 408
_ 1 k _ 578
3. Avec Eg_g,ona =1.0r SFg—qgg'donc

4, On réduit au méme dénominateur :

22 +2-22z, (z,—v2)?

T — V2 = —
n-+1 2z, 2z,
2
Comme Ly = 1,lerreur ey = |z, — V2| vérifie . +1 S %ﬂ . La convergence est
ntl =

quadratique : le nombre de décimales exactes double environ a chaque étape. Par exemple,
€n R~ 2,5 - 10—3 donne eq = 31- 10—% | bien meilleur que la majoration de la question 3.

Corrigé de I'exercice 14 : Un systeme non linéaire dans le plan

1. Onpose F'(r,y) = (%cos Y, %sin r + %) .Le systéme s'écrit X = F'{X). Les fonctions

sin et €03 sont 1 -lipschitziennes, donc

P(x) — P(X)| < max(Yy — /), Yo —271) < blx — X7,

F' est %-contractante.



2. L'espace {IRE, o) €st complet (dimension finie). Par le théoréme de Banach-Picard, le
systéme a une unique solution X *.

L+3) ~ (0484456,

11 Xy = (lcosl! lsin

3.0na X1 = F(0,0) = (i’ @)' puis P . Comme
0
i |

409 809)

|-X1 — j’f.:,L:jo = % la majoration a priori donne

* (1/2)" 1 1
X, =X <1 s a=gm

X,-X"| <a2™",
jeca]

[ X7 — Xl = mazxc(0,000 087 ;

k
4. Ona .Comme —= =1,
0,000 015) = 87 -105 1—k
0,460 87 ;
|X'F’ - X*|m < 87 -107° | La solution vaut environ ,5,51'98 24) ’

Corrigé de I'exercice 15 : Les hypotheses du théoreme du point

fixe

T 1 1 e (e
1. Pour ££E 61, ona 5 € 10,5]. et |f{®) — f(y)| = 3l= — y| Un point fixe vérifierait
= §,soit = = 0, exclu. L'nypothese manquante est la complétude : ]D,l] n'est pas
fermé dans [, et la suite des itérées, de Cauchy, tend vers [ hors de |'espace.

2. Pour £ >1,0na 1;_|_51—r;_:>2,donc f(I) C I .Ensuite,
f(®) = 1(y) = (= = y)(1 - 7).

Si x ?é vy dans I, I'un des deux est strictement supérieura 1,donc T > 1 et

D{l_%y{l.Ainsi |flz) = f <|z — | .Enfin, flz) -z = lop: frnapas
de point fixe. Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe reste au-dessus de la diagonale tout
en s'en approchant.
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84 — fix)=x+1/x
. y:x
7 - écart fix) —x=1/x>0

1 2 3 4 5 §) 7 8
X
3. Pour x =n-4+1let ¥ =", lerapport w =1- m tend vers 1. Toute

constante de Lipschitz k vérifiedonc k > 1. f n'est pas contractante, et le théoréme ne

s'applique pas.

4. Lafonction ¢(x) = d(x, f(x]) estcontinue, car f I'est (elle est 1 -lipschitzienne) et la
distance est continue. Sur le compact F , elle atteint son minimum en un point & . Si

fla) ?é a,alors ¢(fla)) = d(fla), f{fa)) < d(a, flz)) = ¢(@), ce qui contredit Ia

minimalité. Donc f{a:l = a . Pour l'unicité, deux points fixes a ?é b donneraient

d(a,b) = d{f(a), f(b)) < d{a,b). f a un unique point fixe.

Corrigé de I'exercice 16 : Une itérée contractante




cos o — coslr /2) Femy T
P tend vers cos’(5) = —1 quand = — 5 . Toute

constante de Lipschitzde cCos estdoncaumoins 1. COS5 n'est pas contractante sur [.

1. Pour x ?é % , le taux

2. Par Banach-Picard, #¥ a un unique point fixe £. Alors fp{f(.a?}) = f{fp(ﬁjj = f(£),
donc f(€) estaussifixe par F¥ . Parunicité, f(€) = £ .Réciproquement, tout point fixe de
f est fixe par fp ,doncégala #. ¢ estl'unique point fixede .

3. Pour 1 &£ {D, 4.} p—l} , la suite ':iﬂrn,p + fr:'ﬂ est la suite des itérées de fp issue de
T . Par Banach-Picard, elle converge vers £ .Soit £ > (0 ; pour chaque T, il existe IV, tel
que Cfliit?np+r, £) < epour n > N, Enposant IV = pmgx Ny+p,ona
d{Tpm, £) < € pour m > IN . Lasuite (r,) converge vers £.

4. Posons h = cos o cos.Alors h'(r) = sincos z) sin £ . Comme cos x € [—1,1] et que
sin est impaire et croissante sur [—1,1],ona [sin{cos x)| < sinl.Deplus, [sinz| < 1.
Par les accroissements finis, h est {sin 1}-Iipschitzienne sur [ . D'apres les questions 2 et 3
avec ¢ = 2 et HE = R ,complet, I'équation COS T = I a une unique solution, et toute
suite Tp1 = <98 In converge vers elle, quel que soit ¥p.

Corrigé de I'exercice 17 : Equation intégrale de Fredholm

1. Parle théoreme de Heine, K est uniformément continue sur le compact [[j,l]2 .Soit £ >0 et
7 >0 telque |z —x/| < n implique |K(z,t) — K(x/t}| < € pourtout £ .Alors

T(F)(x) = T(F)(z")] < lglz) — g(e) + M e | F] .

Comme g estcontinue, T'(f) est continue.

2. Pour fh € C(01])et = €[0]],0na

1
(1)@ - TW@] < M [ 1K) 1) - Al dt < P M |f - k| -0onc T
a

est |A|M -contractante. L'espace C([0,1]) est un Banach. Par Banach-Picard, I'équation a
une unique solution continue.

3.0ci M =1 et |A| M = % < 1 :la solution existe et est unique. Elle vérifie
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1
flo) == —|—%r: avec r — fﬁ F(t) dt . Donc flr) = :J:(l + %) , puis

0
1
c=(1+%)/t2dt=%+%rdoncc=%
0

1

La solution est f{x} = g;p . Vérification : /t . %t dt = % et = -|-% % = g;p
0
1

4. Pour @(r) =azx, ona Tlp)(x) = = -|-%fatﬁ dt = (1 _|_%)1:.Ainsi

fn{:ls‘:l = Gp T avec Gy = 0 et Gpt1 = 1+ I:is—ﬂ'.Le point fixe de cette récurrence est g

& 1 & & — _ b —n
ot a8 =g{an—§)Donc ap =16 et |, f| =56 "L

figure ci-dessous montre ces itérées.

1.2 1 fo(x) = 0,0000 x
fi(x) =1,0000 x
104 — fo(x) =1,1667 x
— f3(x)=1,1944 x
——- solution f(x) = x
0.8
0.6 -
0.4 1
0.2 -
0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Point de méthode : la constante = obtenue par |A| M est pessimiste ; la vraie raison vaut L , car

2 6

f xrt -t dt estpetit

Corrigé de I'exercice 18 : Opérateur de Picard et exponentielle

1. Pour f continue, #(f) estdeclasse (1, donc continue. De plus,

T
[2(f)(z) — €(g)(z)] = f(f -9 <zlf-9| <alf—gl .5t a<l, &
0
est contractante sur le Banach C'([0,a]}, donc a un unique point fixe.

. Pour n = 0, l'inégalité est évidente. Supposons-la vraie au rang 7. Alors

T
27n—i—l

27 1(1) (@) - 2 () (@) < [ G117 -l dt = Eif —
0

oo’

. n an . . an . . an \
Ainsi F™ est o -lipschitzienne. Or o 0, donc il existe 7 tel que al < 1 . D'apres le
résultat de I'exercice 16, <& a un unique point fixe, pour tout o = 0.

. Unpointfixe f = S(f) est cl,avec f/' = fet fl0)=1.A0rs (fe=) =0,
I
n
k
donc f(z) = e¥ .Inversement, 1+ f et dt = % Enfin,si [, = T, alors
k=0
0
. | gk
?I"ifnj' =1+ Z (k410 — fﬂ_|_1 . Comme fc, =1, fn'(i?:' = Z 1 les itérées
k=0 k=0

de Picard sont les polyndmes de Taylor de I'exponentielle, comme le montre la figure.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

fo=®°1) /

i 4
/ fi=®'(1) ,
f, = (1) ,
61— n=01) ,

— fy=0%1)
51 == point fixe x = e*

0.00 025 050 075 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
X

4. pour = € [0ja],ona e—2a < ¢—2z < 1, d'ouU nE*_2'5‘|f|OO < |f|w < |f|m Les axiomes
de norme se vérifient directement. Les normes sont équivalentes, donc (¥, +,,,) est complet.
Ensuite, |£(2) — g(t)| < e*|f —g|_, donc

xr

2(f)(2) — B(g)(e)| < |f — g1, f e dt = “Lf—gl < If - gl
0

En multipliant par  ¢—2z, |#(f) — *ﬂg}lw < %|f - §’|,w :

Point de méthode : la norme a poids exponentiel rend I'opérateur de Picard contractant sur tout
intervalle ; c'est I'argument le plus court pour le théoreme de Cauchy-Lipschitz global.



r4 ]

uniformément continue

1. Soit e>0 et 7>0 telque |z —vy| < 7 implique |f(x) — f(y)| < €. Llasuite (x,)
converge, donc elle est de Cauchy : il existe IV tel que |:]S‘_-p — a:g| < 7nopour p,g=N.
Alors |flxp) — flzg)] < €. Ansi (f{zy)) estde Cauchy dans [, complet : elle converge.
Si (yn} est une autre suite de limite 0, la suite L ¥ £15 %15+ - - tend vers 0, donc son
image converge. Ses deux sous-suites ont alors la méme limite. La limite I, ne dépend pas de
la suite.

2. Onpose f(0) = L .Soit (x,) unesuitede [0,1] delimite O.Les termes non nuls
forment, s'ils sont en nombre infini, une suite dont lI'image tend vers I, ; les termes nuls ont pour
image L .Donc f(xn) — L = f(0).Le prolongement est continu en 0, etil I'est
ailleurs puisque | l'est.

. 1 . 1 . .
3. S0it gy, = g et Y, = g 7m Ona ES —yn| — 0, mais sin{l/z,) = 0 et
sin(l/yn} = 1. La définition de I'uniforme continuité échoue pour & = % sin(1/xz) n'est
pas uniformément continue sur [0,1] .

4. 0na |h(z)| < z ,donc A{z) = 0 quand £ — 0 .Posons A{) = O :la fonction

obtenue est continue sur le segment  [0,1] . Par le théoréme de Heine, elle y est uniformément
continue, donc aussi sur  ]0,1] . Le prolongement est A(0) = 0.

Corrigé de I'exercice 20 : Prolongement des applications

linéaires continues

1. Parlinéarité, |ufz) — uly)| = |ulzr —y)| < Cjz —y| . Ainsi u est C -lipschitzienne,
donc uniformément continue. Comme I estdense et F' complet, le théoreme de

i

prolongement donne un unique prolongement continu %j .

2. Soit =,y € E, M unscalaire,et @p — £, b, —+ Y avec Gy, by € I . Alors
Gy + by € D tendvers T + g % . Par continuité,
Ul +py) = limulan + pby) = lim (u(an) + 4 ulbn)) = Ulx) + uiiy). De

P

méme, en passant a la limite dans  |u(a,)| < Clay|, onobtient |U(x)| < Cizi, et %
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est linéaire.
3. L'adhérence £ d'un sous-espace est un sous-espace, et £ y est dense. L'intégrale est linéaire sur
1
&, et < < . Enfin, [ est complet. On applique les questions 1 et 2 avec
i< [ <o, e, On applque s
0 ~
C = 1: I seprolongeen 7 linéaire avec |I(f)| < 1o, -
4. Soit f continue sur [D, ] . Par Heine, elle est uniformément continue. Pour & > 0, on prend
1 associé et une subdivision Tpy = 0<...<zpy, =1 de pas au plus *. On pose

¢ = flz)sur [z, [ et @(1) = f(1).Aors |f —¢|, < €. Toute fonction
continue est dans £, ce qui définit son intégrale par prolongement.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : perturbation

lipschitzienne de l'identité

lLona fll=y & c4g(x)=y & c=y—g() = e, or
|‘P($j' - ‘Py'iff“m” = |§”i~"5:' - 5”:1?';:'| < klz — 2/l Ainsi Py est contractante sur le
Banach £/ . Par Banach-Picard, elle a un unique point fixe. Autrement dit, tout ¥ a un unique
antécédent: | est bijective.

2. Par l'inégalité triangulaire inversée,

F(z) = f(z)] = le — 2!l — |g(x) — g(e))| = (1 — k)le — 2.

Enposant 1 —= f_l(yj et ¢l = f_l(yfj , on obtient

7~ () - F D] < v - v/

3. Deméme, |f(x)— f(z/)| < lz — 2/l + klz — x/l. Donc f est (14Kk) -lipschitzienne.
C'est une bijection continue d'inverse continu: f est un homéomorphisme de F .

4, La fonction g(;p} — %sin 1 est %-Iipschitzienne surle Banach [R.D'aprés ce qui précéde, |
est une bijection de [, d'inverse 2 -lipschitzien. Comme le montre la figure ci-dessous, la

pente de | reste entre % et =.



— — 1 i
6 - f(x)—x+5smx
-------- pentes extrémes 1 et 3
-——— y=1

-2 unique antécédent x™ ~0,684

5. L'itération proposée est 3:ﬂ+1 (pl{:t:ﬂ} avec k — 2 li 1.0r

k‘ =
|, — zg| ~ 1,306 - 1073 On garantit |z, — z*| < 1,31-1073 | Enfait,
* 2 0,684 04, et I'erreur réelle vaut environ 3,6 - 104,

6. Si A estlinéaire continue, elle est |.A| -lipschitzienne. D'aprés la question 1 avec
k = |A| <1, l'application 1d g + A est bijective. Son inverse est linéaire, comme inverse

d'une bijection linéaire. Par la question 2, elle est ﬁ -lipschitzienne. Donc

|{1dE + A} 1| =:i qu ce qui redonne le résultat de la série de Neumann.

Point de méthode : dans le théoreme d'inversion locale, on applique une version locale de ce résultat,
sur une petite boule, a g = df(a,j_l o f —1d g, dont la constante de Lipschitz est petite au
voisinage de .

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en L3

e Le cours : complétude et point fixe, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur complétude et point fixe

A maitriser avant : Espaces normés et applications linéaires continues

Chapitre précédent : Compacité et connexité

Chapitre suivant : Tribus, mesures et fonctions mesurables

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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