Exercices de maths spé

Compacité et connexité par arcs

Exercice 1 : Compacité par la définition séquentielle

On travaille dans R muni de la valeur absolue. On pose A = {0} U [ljn n € [I\J*} et
B ={l/n:neN*}.

1. Montrer, en revenant a la définition séquentielle, que A est compacte.
2. Montrer que E n'est pas compacte.

3. Montrer que [0, 1] M @ n'est pas compacte.

Exercice 2 : Parties compactes du plan

On munit R2 delanorme IV o, . Pour chacune des parties suivantes, dire si elle est compacte, en
justifiant la réponse.

L K1={y) € Pixx242y2 < 4.
2. Kg:{{a:, V€ E2:£,£y:1}.
3. K3 ==y eR:zt+yt <let s >00}.

4 Kg=|zvy) € RE00 <52 +y2 <1},

ul

. Soit f:[0,1] = R continue. Montrer que son graphe I'f = {{z, f(z)): z € [0, 1]} est
compact.
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La figure ci-dessous représente les quatre premieres parties.
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Exercice 3 : Distance a un compact et a un fermé

Soit & un espace vectoriel norméet x € K.

1. Soit K une partie compacte non vide de Ef . Montrer qu'il existe ¥ € K tel que



d(z, K) = |z — yg.

2. Onsuppose [F de dimension finie. Soit F' une partie fermée non vide de E' . Montrer que
d(z, F') estatteinte. On pourra fixer a € F' etconsidérer F' N By(z, 1z —al).

3. Dans [R?2 euclidien, calculer la distance de l'origine 8 F' = {(z, y): zy = 1} et préciser les
points ou elle est atteinte.

Exercice 4 : Le groupe orthogonal est compact

1/2

— 2

on munit M,,(R) delanorme 1= (Z mqjj) :
T

=

. Montrer que O, (R) est une partie compacte de M., (R).

2. En déduire que SO, (R) = {M € OR):det M = 1} est compact.

w

. Montrer que O, () n'est pas connexe par arcs.

I

. Justifier sans calcul que M — tr(M:l admet un maximum et un minimum sur Dﬂ{lﬁ} , puis
les déterminer.

Exercice 5 : Théoreme de Heine et continuité uniforme

1. Montrer que x — ¥I est uniformément continue sur [EI, ] mais n'y est pas lipschitzienne.

2. Montrer que r —s +2 n'est pas uniformément continue sur [R. On pourra considérer
Tpn=n+1l/ne Y, =7

3. Soit f: [EI, —|—CO[ — R continue, admettant une limite finie # en 4o . Montrer que [ est
uniformément continue sur [EI, —|-CCI[ .

4. En déduire que x — z e~ est uniformément continue sur [0, +oo .
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Exercice 6 : Un maximum obtenu par compacité

On considére  f : RZ2 — R définie par f{;[:! y} = Ty e_(ﬂ + %2} onnote r2 = x2 -+ yg.

1. Montrer que |f(z, y)| < %2 e—72 pourtout (x, ).

2. Montrer que |f(x,v)| <e—2 désque r > 2.0Onadmettraque ¢ — e—t décroit sur
[1 4ol -

3. En déduire, par un argument de compacité, que f admet un maximum sur [R2.

4. Calculer ce maximum et les points ou il est atteint. En déduire le minimum de  f .

Soit K une partie compacte non vide d'un espace norméet f: K — K telle que

Ve,ye K, ety = |fle)— fly) <z —y.

1. Montrer que [ est continue.

2. En étudiant g{z) = |f{z) — =|, montrer que f admet un point fixe, et qu'il est unique.

3. Soit A(z) = Va2 +1 sur R.Montrerque |A(z) — hly)|<|z —y| pour =+ vy, mais

que A n'a pas de point fixe. Quelle hypothése manque ?

4. Soit @ lepointfixede f, ug € K et u, ;= f(un). Montrerque (un) converge
vers @ .On pourra étudier la suite @y = |y — | etune valeur d'adhérence de () .



Exercice 8 : Somme de deux parties

a —+

Pour deux parties A, B d'unespace normé E ,onnote A + B =<, 0 € A,
be B
]

1. Montrerquesi A et B sontcompactes, alors A + B est compacte.
2. Montrer que si A est compacteet B fermée, alors A + B estfermée.

3. Dans R2,onpose A = {(z,1/z): x>0} et B = Rx {0} .Montrerque A et B
sont fermées, puis déterminer A + B . Conclure.

Les deux parties de la question 3 sont représentées ci-dessous.

4
— A : branche d'hyperbole y =1/x, x>0
- B 1 axe des abscisses
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Exercice 9 : Parties connexes par arcs du plan

1. Montrer que R2 \ {I:D, D}} est connexe par arcs, en I'écrivant comme image de ]D, —I—-:o[ x R
par une application continue.

2. Soit n > 2 et S lasphéreunitéde R™ euclidien. Soient a,b € 5 avec b?é —a .

(1—t)a+ tb
Montrer que ’].’Iiﬁ:l = m

S est connexe par arcs.

définit un cheminde @ a § dans & .En déduire que

3. Montrerque C = {{a:, Y E R2:z,xy = D} est étoilée mais non convexe.

4, Montrer que U = [{:t:, y) € R': T,52 + y2 ?é 1} n'est pas connexe par arcs.

Exercice 10 : Fonctions continues sur une partie connexe par arcs

Soit A une partie connexe par arcs d'un espace normé.

1. Soit f:A — R continue, a valeurs dans & .Montrer que [ est constante.

2. Soient f,g: A — R continues telles que fz = gg et que 9 nes'annule pas. Montrer que

f=go f=-g.

3. Montrer qu'il n'existe aucune application continue et injective de [R<Z dans [R. On pourra retirer a
[R< un point bien choisi.

Exercice 11 : Deux points antipodaux de méme image

Soit & lecercleunitéde R2 et f:& — R continue. Deux points T et —T de & sont dits
antipodaux, comme sur la figure ci-dessous.



cercle unité s

1. Montrer que & estconnexe par arcs.
2. Onpose g{x) = flzr) — f(—x). Montrer quil existe = € S telque flz) = f(—x).
3. En déduire qu'aucune application continue de & dans [R n'est injective.

4. Interpréter le résultat en termes de températures le long de I'équateur terrestre.
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Sur R™,onnote INi(zx) = Z lz.], Na@) = (Z 1:3)1,.’2 et Neolr) = max|z]|.

1. Montrerque N < N < Ni,que N1 < vt Nqg etque Ng < vt N, .

2. Montrer que ces quatre constantes sont optimales.

3. sur R[X], on note Ni(P) = ;h}ﬂ et Noo(P) = max oyl si £ = ;ak xk

Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.

4. Donner une suite de polyndmes qui converge vers () pour IV ., mais pas pour V1.

Exercice 13 : Normes sur les polynomes de degré au plus n

N(F) = sup [|P()|

Soit 5, € N* et E = Ry[X].Pour P € E,onpose t € [0, 1]

1. Montrer que W est une normesur F .
2. Montrer qu'il existe C'y, = 0 tel que N{P*’] < Cy, N(P) pourtout P € E .
3. Montrerque €'y = n .

4. Soit (Pp) unesuitede F quiconverge uniformémentsur [0, 1] vers une fonction f.
Montrer que | est la restriction a [D, 1] d'un polyndbme P ¢ E .

5. Montrer alors que Ppr(z) — P(x) pour tout réel %, méme horsde [0,1].

on munit M, (K} d'une norme quelconque.



1. Justifier la continuité de det,de tr,de 4 — AT,de 4 — A% etde
(4,B) — AB.

2. Montrer que  GLj,(K) estouvertetque SL,(K) estfermé.

3. Montrer que I'ensemble A/ des matrices nilpotentes est fermé. On admettra qu'une matrice A
est nilpotente si et seulementsi 4" — (.

4, Montrer que, pour 0 < r < n, I'ensemble des matrices de rang au plus 7 est fermé.

5. Montrer que 4 —3 A—1 estcontinuesur GL,{K).

1. Soit A € M_(K).Montrerque A — }—j I
que GL,(K) estdensedans M, (K].

» estinversible pour P assez grand. En déduire

2. Soient A € GLn(K) et B € M, (K). Montrerque Xap = XpB4a.

3. En déduire, par continuité, que X 43 — X g4 pourtoutes A, B € M, (K).

4 Avec A = ([Hraj.r?]%]:%i% ,}) et B = ([\ra@r?] oxl ,}),montrerque AR et BA

ne sont pas toujours semblables.

Soient A, B € GL,(C).Onpose P(z) = det({l —z)A + ZB) pour z € C.

1. Montrer que P est un polyndme non nul. En déduire que son ensemble % de racines est fini et
ne contientni O ni 1.

2. Pour s € R, on pose ’}’S{ﬁ) =t+1st(l—1), ¢ e [0,1]. Montrer que deuxarcs Vg
et ¥.r avec s ?‘3 s/ n'ont en commun que les points 0 et 1 .En déduire qu'un des arcs
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T évite Z .
3. Conclure que GLy,(C) est connexe par arcs.

4. Expliciter un cheminde f3 & —JIg dans GLg(C) . Pourquoi ce chemin ne peut-il pas rester
dans GLg(R) lorsque I'on remplace —Iq par diag(-1,1} ?

Exercice 17 : Composantes connexes par arcs des projecteurs

Soit m > 2 et P = {P € }ﬂl:“:ﬂ}:l Pl = 'P} .Pour 0 < r < n,onnote P, l'ensemble

I,.8&0
des élémentsde P derang T,et J,. = ( ary?] " )
1. Montrer que F est fermé, mais n'est pas borné.
2. Montrer que rg(P) = tr(P) pourtout P € P.
3. Soit <y :[0,1] — P un chemin. Montrer que rg(y(f)) ne dépend pasde t.

4. Montrer que P, = [Q J.ol:gc GLﬂ{ﬁmaththbb?]C}} , puis que P, est connexe
par arcs. On admettra que GL,,(C) est connexe par arcs.

5. Déterminer les composantes connexes par arcs de P . Lesquelles sont compactes ?

Soit E = C([0,1], K) munide £l = sup |f] et F = R,[X], vucomme sous-espace de

[0, 1]
E.

1. Soit f € E.Montrer qu'il existe P* c F tel que |f - P*|m = d(f, F'). on pourra
introduire K = {P € F:|P|o < 2|fico3 .



2.Cas n = 0et f(zr) = x2 :déterminer la meilleure approximation de f par une constante
et la distance d{f; Ro[X]) .

3.Cas n=1cet flr) = x? . Pour P{z) =azx +b,onpose ¢ = f— P  Calculer
e(0) — 2e(1/2) + e(1). En déduire que |f — P|OO >1/8

4. Montrer que P*(zr) = £ — 1/8 réalise la distance, et donner d(f, R1[X]).

Onnote P I'ensemble des matrices de  Mq([R) diagonalisables sur R.Pour A € Mjy(R), on
pose A(A) = tr(A)% — 4 det(A4) , discriminantde  x , = X% —tr(4) X + det(4) .

1. Montrer que A est continue sur My (R) .
2. Montrer que A{A) > 0 pourtout 4 € D .
3. Montrer que U = {4 : A(A) > O} estun ouvertinclus dans D .

4. Soit A telleque A(A) = 0 .Montrerque A € D sietseulementsi A estune matrice
scalaire A Iqy.

5. Montrer que I'adhérence de T est {A c A(A) > D}. On pourra trigonaliser une matrice telle
que A(4)=0.

6. Montrer que l'intérieur de T est [T .

7. La partie D est-elle ouverte ? fermée ? Montrer qu'elle est connexe par arcs.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : compacité et connexité par arcs, cours de maths spé

A maitriser avant : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre précédent : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre suivant : Séries numériques et vectorielles

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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