Cours de maths spé

Compacité et connexité par arcs

I. Parties compactes d'un espace vectoriel normé

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou C et {E, :l est un [K -espace vectoriel normé. Le chapitre
précédent a fixé le vocabulaire : suites, ouverts, fermés, adhérence, continuité. Ici, on ajoute deux notions
qui servent surtout a prouver des existences. La compacité fournit des extremums et des limites. La
connexité par arcs fournit des valeurs intermédiaires et des fonctions constantes.

1. Définition séquentielle

Définition :

Une partie A de F estdite compacte sitoute suite d'éléments de A admet une valeur
d'adhérence dans A . Autrement dit, de toute suite (@, ) de A , on peut extraire une sous-suite

'iﬂtp(n):' qui converge vers un élément de 4 . C'est la propriété de Bolzano-Weierstrass. Par
convention, la partie vide est compacte.

Concretement, une suite peut se promener sans converger dans un compact. En revanche, elle s'accumule
toujours quelque part dans ce compact, comme le montre la figure ci-dessous.
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D'abord, tout segment [a, ] de R est compact : c'est le théoréme de Bolzano-Weierstrass vu en

premiére année, joint au fait qu'une limite de points de [a, ] reste dans [a, b]. De méme, un

disque fermé de ([ est compact. Ensuite, toute partie finie est compacte, car une suite y prend une

méme valeur une infinité de fois. Enfin, ]0, 1] n'est pas compact : la suite (1/n) converge vers
0, donc toutes ses sous-suites aussi, et 0 ¢ 0, 1].




2. Compacts, fermés et bornés

Théoréme :

Une partie compacte de F' est fermée et bornée.

Démonstration :

Fermée. Soit {an) une suite de A qui converge vers £ £ F . Par compacité, une sous-suite
converge vers un point & £ A . Or cette sous-suite converge aussi vers £ . Par unicité de la limite,
£ = h e A . Ainsi A est fermée par caractérisation séquentielle.

Bornée. Supposons A non bornée. Pour tout 7, il existe @, £ A avec |dn| = 7. Toute
sous-suite de (@, ) est alors non bornée, donc divergente. Cela contredit la compacité.

La réciproque est fausse en général. Par exemple, dans I'espace  #“° des suites réelles bornées
muni de la norme uniforme, notons €% la suite dont seul le terme d'indice J vaut 1 . Alors

Fx ~Eml| = L pour & ?é m.. Aucune sous-suite de (€1} n'est donc de Cauchy, ni
convergente. Pourtant la boule unité fermée est fermée et bornée. Nous verrons qu'en dimension
finie, au contraire, la réciproque est vraie.

Propriété :

Soit A une partie compacte et F' une partie fermée de F . Alors F' [ K est compacte. En
particulier, une partie fermée d'un compact est compacte.
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Démonstration :

Soit (xy) unesuitede F M K .Comme K estcompact, une sous-suite {xtplinj:l converge
vers £ £ K .De plus, cette sous-suite est a valeurs dans le fermé F',donc # £ F. Ainsi
£e FNEK.

Proposition :

Une suite d'éléments d'une partie compacte converge si et seulement si elle admet une unique
valeur d'adhérence.

En effet, si {aﬂ} ne converge pas vers son unique valeur d'adhérence #, il existe & >0 et une sous-
suite restant hors de la boule B{¥, €). Par compacité, cette sous-suite posséde & son tour une valeur
d'adhérence, distante de # d'au moins £ . C'est une seconde valeur d'adhérence, ce qui est absurde.

3. Produit fini de compacts

Théoreme :

Soient Fq,..., B p desespaces norméset K, une partie compacte de & . Alors
Kqx...x Kp estunepartie compacte de I'espace produit F{ X ...x Ep, munidela

norme  |(T, 54~} Tp)| = Rl

Démonstration :

Ontraite P = 2, puis on conclut par récurrence. Soit l:d?m yn} une suitede K1 x Aq,
D'abord, on extrait (ftp(ﬂj} convergeant vers x € K1 .Ensuite, la suite (yw(ﬂ)) est dans
H . On en extrait (Fw(w(ﬂ)jj' convergeantvers Y € H g . Enfin, {fw@(ﬂ)ﬂ converge




_suite d' i T
encore vers Z, comme sous-suite d'une suite convergente. Donc  { wown) Yoo w(ﬂ)j‘
converge vers (T, ¥ .

Le pavé [a1,b1] % ... X [Gn, by] estcompact dans R™ muni de Noolz) = max |ﬂ'| .En
particulier, la boule fermée  {z € n: N[\infnfty?](*), < r} = [-7 r]n est compacte. De

méme, dans ", c'est un produit de disques fermés, donc elle est compacte.

Il. Fonctions continues sur une partie compacte

1. Image continue d'un compact

Théoreme :

Soient ., F' deux espaces normés, K une partie compactede K et f: K — F
continue. Alors  f{K ) est une partie compacte de F' .

Démonstration :

Soit (yn} une suite de f{f{} .Onécrit ¥, = f{ﬂﬂ‘n} avec Tn € K . Parcompacité, une
sous-suite ':ftp(n):' converge vers = € K .Parcontinuité de f en =, lasuite I:ytp(n:l:l
converge vers f(x) € f(K).

2. Le théoreme des bornes atteintes
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Théoreme :

Soit A une partie compacte non vide et f : K — [ continue. Alors f est bornée et atteint
ses bornes : il existe @, b € K tels que f'@' = H}%ﬂ I et f{b:' = m}a{,:{ I,

Démonstration :

D'aprés le théoréme précédent, f{K ) est un compact non vide de . Il est donc borné, et sa
borne supérieure  Af existe. Or Af est limite d'une suite d'éléments de  f{K ). Comme
f(K) estfermé, M € f(K ) .On raisonne de méme pour la borne inférieure.

Les deux hypothéses comptent. Ainsi, la figure ci-dessous oppose une fonction continue sur [D, 3] , qui
atteint ses bornes, et la fonction = — x /(1 4+ x) sur [0, +oo[ . Cette derniére est bornée par 1
mais n'atteint jamais cette valeur, car l'intervalle n'est pas borné.



= continue sur [0, 3]

1.5
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Méthode :

Prouver I'existence d'un extremum par compacité. Pour montrer qu'une fonction continue f
atteint son minimum sur une partie .4 non compacte, on procéde en trois temps.

1. On choisit un point Ly € A etuncompact K C A contenant T, souvent l'intersection de
A avec une boule fermée.
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2.0nmontre que f(x) > f(xg) pourtout = € A\ K .

3.Le minimumde f sur K existe et vaut au plus fl::l?[:,} . Par conséquent, c'est le minimum de
f sur A toutentier.

Soit K uncompactnonvideet x € E.Ll'application ¥ — |£ — Y| est 1 -lipschitzienne,
donc continue. Elle atteint donc son minimum sur & . Autrement dit, il existe ¥ € K tel que
Cf'::l?, K:‘ = | — Yp|. La distance a un compact est toujours atteinte.
0

3. Le théoreme de Heine

Théoreme :

Théoréeme de Heine. Toute application continue sur une partie compacte A est uniformément
continue sur A

Ve>0,
31 >0,

Démonstration :

Supposons le contraire. Il existe alors & > 0 et, pourtout 7 = 1,despoints ¥n, ¥, €K
tels que |fn - yﬂ| < 1/ﬂ et |f':£n:' - f{yﬂ}| - €. Par compacité, on extrait

Lolm) £ € K Ensuite, Yom) — £ aussi, car |$ﬂarphi(ﬂj'} ~ Yotnin)
continuité de  f en £, la différence f':xtp(n):' - f{yw(ﬂj} tend vers (. Cela contredit
l'inégalité == e.

|_"’D.Par




La fonction racine carrée est uniformément continue sur [D, ] par le théoreme de Heine. Pourtant,
elle n'y est pas lipschitzienne, car Jf,/;r: = I/E n'est pas borné prés de (1. La continuité
uniforme est donc une propriété strictement plus faible que le caractere lipschitzien.

lll. Connexité par arcs

1. Chemins et composantes connexes par arcs

Soit 4 C F et a,b € A.Uncheminde @ & h dans A estune application continue
v:[0,1] = A telleque ¥(0) = a et (1) = b.Lapartie A estdite connexe par arcs
si deux points quelconques de A peuvent étre reliés par un chemin dans A .

Proposition :

La relation « @ et §{ sontreliés par un chemin dans 4 » est une relation d'équivalence sur A .
Ses classes s'appellent les composantes connexes par arcs de 4 . Chacune est connexe par
arcs, et A est connexe par arcs si et seulement s'il n'a qu'une composante.

Démonstration :

D'abord, le chemin constant relie @ a lui-méme. Ensuite,si ¥ relie @ a &, alors
t — y(1—1t) relie b & a.Enfin,si Yyrelie aa bet Yyrelie pa ¢, la
concaténation
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. (2t) sit e [0,1/2],
() = 7;(2;5 —1) site[1/2,1]

est continue, car les deux formules donnent 4 en t = 1/2 .Ellerelie a & c.

2. Parties convexes, étoilées, et le cas de la droite réelle

Une partie A est étoilée par rapporta a@ & A si, pourtout x € A, le segment [r:r,, :J:] est
inclus dans A . Elle est convexe si elle est étoilée par rapport a chacun de ses points.

Toute partie convexe est étoilée, et toute partie étoilée est connexe par arcs. En particulier, les boules
d'un espace normé et les sous-espaces vectoriels sont connexes par arcs.

En effet, si 4 est étoilée parrapporta @,onrelie & a @ parlesegment ¥ — {1 — t),:t: + ia .
Ensuite, onrelie @ a ¥ de la méme fagon, puis on concaténe. La figure ci-dessous montre une étoile
qui est étoilée sans étre convexe. Elle montre aussi une partie formée de deux composantes connexes par
arcs C1 et Cq.



étoilée par rapport a a, non convexe

aucun chemin
de Cq vers C;
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Théoreme :

Les parties connexes par arcs de [£ sont exactement les intervalles.

Démonstration :

Un intervalle est convexe, donc connexe par arcs. Réciproquement, soit 4 connexe par arcs,

a<ec<h avec a,b € A.Soit ¥ uncheminde @ & p dans A .Llafonctionréelle ¥ est
continue sur [0, 1] . Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 1 tel que () = ¢ .
Donc ¢ € A ,et A estunintervalle.

3. Image continue et valeurs intermédiaires

Théoreme :

L'image d'une partie connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs.

Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé. Si A est connexe pararcset f: A — R
est continue, alors  f{ A} est un intervalle. Ainsi, si f prend les valeurs f(a) et f(b),elle
prend toute valeur comprise entre elles.

Démonstration :

Soient f(a), f(b) deux pointsde f({A)et ¥ uncheminde @ & b dans A .Alors [ o-y
est continue, a valeurs dans  f{A), etrelie f{a) & f(b).Dans le cas réel, on applique ensuite le
théoreme précédent.

La figure ci-dessous résume ce mécanisme : un cheminde @ a & dans A estenvoyé sur un chemin



réel. Par conséquent, I'image contient tout le segment entre  f(a} et f{b).

A connexe par arcs

f(b)

y atteint

f(a)

f(A) intervalle de R

Méthode :

Utiliser la connexité par arcs.

1. Pour prouver qu'une fonction continue f sur une partie connexe par arcs est constante, on
montre qu'elle prend ses valeurs dans un ensemble sans intervalle non trivial, comme & ou
{—1,1} . L'image est alors un intervalle réduit a un point.

2. Pour prouver qu'une partie A n'est pas connexe par arcs, on exhibe une fonction continue sur
A qui prend deux valeurs sans prendre une valeur intermédiaire.

L'ensemble GL,,(R) n'est pas connexe par arcs. En effet, le déterminant est continu, il prend les
valeurs 1 en I, et —len diag{-1,1,...1).Pourtant, il ne s'annule jamais sur GLy,(R).

Son image n'est donc pas un intervalle.
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IV. Equivalence des normes en dimension finie

1. Le théoreme fondamental

Théoreme :

Surun [ -espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes : pour deux
normes IN et 7/, ilexiste a, 5 >0 telsque

VrelkF, C}.’N!($)SN($)<_:5N!($),

Démonstration :

Soit I:E*l,---, €n) une base de E . On note N ooz) = max |3’3¢'| si & = E z-e.-. |l
T Tt
suffit de comparer une norme N quelconque & IV o, car I'équivalence est transitive.

Majoration. Par I'inégalité triangulaire, Niz) < Z |£é| N{Eé} < B Noo(z) avec
T

B=2_ N(e) ans, |N()—N(y)| < Ne—1) < B Nools — ). Donc N est
continue ;ur (B, N o) -

Minoration. La sphere S5 = {x t N oox) = 1} est fermée et incluse dans le pavé

{IN oo £ 1}, compact d'aprés la partie I. Elle est donc compacte pour IV o5 . Par le théoréme des
bornes atteintes, N atteintsur 5 unminimum @« = N(:L?D:l. Comme ?é 0,ona

o > 0.Enfin, pour x £ 0, levecteur ©/No(x) estdans §,donc N(z) > o No(z)

Sur R™ ,on a précisément



N <Ng< Ny <nNq.

2 < 2 )
N . s s = €I N . )
La premiere inégalité vient de ¢ Zj: 2. La deuxieme vient de ( E |;r;ﬁ-|) = E ;t:ﬁ. . La

troisieme est évidente. Pour 1 = 2, cela se lit sur les boules unités.

Comme le montre la figure ci-dessous, la boule unité de IV1 estincluse dans celle de IV 73, elle-méme
incluse dans celle de IV ., . De plus, la boule de rayon 2 de IV contient celle de rayon 1 de
IV . . Deux normes équivalentes ont donc des boules emboitées a constante pres.
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2. Conséguences

Corollaire :

Soit FE de dimension finie. Alors :

1. les notions de suite convergente, de partie ouverte, fermée, bornée, compacte et d'application
continue ne dépendent pas de la norme choisie ;

2. une suite converge si et seulement si ses coordonnées dans une base convergent ;
3. les parties compactes de F sont exactement les parties fermées et bornées ;

4. toute suite bornée de FE admet une valeur d'adhérence.

Démonstration :

Les points 1 et 2 découlent de I'équivalence avec IV o . Pour le point 3, un compact est toujours
fermé borné. Réciproquement, soit A fermée et bornée. Pour IV ., elle est incluse dans un pavé

[—:r; r]ﬂ (ou un produit de disques), qui est compact. C'est donc un fermé d'un compact. Enfin, une
suite bornée reste dans une boule fermée, qui est compacte : d'ou le point 4.

Méthode :

Montrer qu'une partie est compacte en dimension finie. On montre séparément qu'elle est
fermée et qu'elle est bornée.

1. Pour le caractere fermé, on I'écrit comme image réciproque d'un fermé par une application
continue: A = {z:p(x) =0} ou A = {z:¢(x) < c}.

2. Pour le caractere borné, on majore une norme bien choisie sur 4 , n'importe laquelle.




Le groupe orthogonal O, (R) = [M € My, ([\matb?]RE}): M T M = In} est compact.

D'une part, il est I'image réciproque de {Iﬂ} par I'application continue Af — AF | Af, donc
2 _

fermé. D'autre part, les colonnes d'une matrice orthogonale sont unitaires, donc E méj =

0]
Ainsi 'Dﬂ{lﬁjl est borné pour la norme euclidienne canonique de Mﬂ{ﬁj :

En dimension infinie, deux normes peuvent ne pas étre équivalentes. Par exemple, sur IR[X] ,
notons IN1(P) = Z |ay | et Ngo(P) = max |ag| . Pour P, =14+X+...+ X",
onobtient N1(Pp) =n+1et Ny (P,) =1.Lequotient IN7/IN o, n'estdonc pas
borné.

V. Continuité des applications en dimension finie

1. Applications linéaires et multilinéaires

Théoreme :

Soient E, F' deux espaces normés, avec E de dimension finie. Toute application linéaire
u:F — F estcontinue. Plus précisément, il existe € > 0 telque |u(z)| £ C 11 pour
tout © € &.

Démonstration :

Avec les notations précédentes, |u(a:}| = HZ o w:Eé:'H < (Z |u{5é}|) NO'D'@:' . Ensuite,
T

N ., est équivalentea ', ce qui donne la constante (' . Enfin, 4 est ¢ -lipschitzienne par
linéarité, donc continue.
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Théoreme :

Soient F,..., Ep dedimensionfinieet M :Eq x...x Ep — F multilinéaire. Alors
M est continue, et il existe €' = 0 tel que

Mz, 84 . 1,2p) <C |z ... |Tp)

La preuve est identique : on développe chaque ¥ dans une base, puis on majore par multilinéarité. Par
exemple, le produit matriciel I:A, B:l — A B le produit scalaire et le produit vectoriel sont continus.

2. Applications polynomiales

Si F est de dimension finie, toute application dont les coordonnées sont des fonctions polynomiales
des coordonnées de & dans une base est continue. C'est le cas du déterminant
det: M, (K) — K, delatrace,de 4 —3 Ak etde A — Com(A).

En effet, les applications coordonnées sont linéaires, donc continues. Ensuite, sommes et produits de

fonctions continues sont continus. Par conséquent, I'application 4 — A-1 = ﬁCom{A}T est
continue sur  GL,(K) .

Corollaire :

L'ensemble GL,,(K) = det™1(K \ {0)) estunouvertde M, (K). L'ensemble
SLp(K) = det™1({1}) estun fermé. Deplus, GLy(K) estdensedans M, (K).




Démonstration :

Les deux premiers points résultent de la continuité de det, par image réciproque d'un ouvert et
d'un fermé. Pour la densité, soit A € M, (K). Lafonction £ — det(d —x I,) est

polynomiale de degré 71, donc elle a au plus 7 racines. Ainsi, pour I assez grand, A — I,

=1l

est inversible. Or cette suite converge vers A .

L'ensemble des matrices de rang au moins T est ouvert. En effet, rg(A) > r siet seulement si
I'un des mineurs de taille 7 de A est non nul. Chaque mineur est une fonction polynomiale des
coefficients, donc continue. On obtient ainsi une réunion finie d'ouverts.

VI. La connexité par arcs de GL n(C)

Nous avons vu que GLﬂ{IR} n'est pas connexe par arcs. Sur (, la situation change, car un polynéme
non nul n'a qu'un nombre fini de racines et le plan complexe privé d'un ensemble fini reste connexe par
arcs.

Théoreme :

Le groupe GLy(C) est connexe par arcs.

Démonstration :

Soient A, B € GL,(C).0Onpose P(z) = det({l —z)A + er) pour z € C.Cestun
polyndme de degré au plus %, non nul car P(0) = det A ?é 0.1l a donc un ensemble fini Z
de racines, qui ne contientni 0 ni 1.
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Ensuite, pour s € R, on considére I'arc ’}’B(i:l =t 4+t 5t(l —t). Deux arcs distincts ne se
coupentqu'en [ et 1.Chaque pointde Z estdoncsurunarcau plus, etil reste unréel 5 tel
que Y. évite 7 .Enfin, I'(t) = (1- ’}’Slii:l:ui + ’Ts{i)B est continu, relie 4 a B, et
vérifie det I'(t) = P(y () 0.

La figure ci-dessous illustre cet argument. Le segment [EI, ] peut passer par une racinede P :surce
segment, la matrice {1 —t}A + tB cesse alors d'étre inversible. En revanche, parmi les arcs 7 5, il
en existe toujours un qui évite toutes les racines.

= Cchemin y retenu, qui évite les racines
-=-= segment [0, 1] : il passe par une racine

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 .3
0 racines de P 1

partie imaginaire

|
o
N
L

~0.4-

00 02 04 06 08 10 1.2
partie réelle de z

Remarque :



Gréce a ce théoréme, toute fonction continue sur GLy,(C) & valeurs dans Z est constante. Par
exemple, l'application & — & J Q_l est continue, donc I'ensemble des matrices semblables a
une matrice J donnée est connexe par arcs.

Ce qu'il faut retenir

e Une partie est compacte si toute suite y admet une valeur d'adhérence qui lui appartient.

¢ Un compact est fermé et borné ; un fermé inclus dans un compact est compact ; un produit fini de
compacts est compact.

e L'image continue d'un compact est compacte : une fonction réelle continue sur un compact non vide
est bornée et atteint ses bornes.

e Théoreme de Heine : une fonction continue sur un compact y est uniformément continue.

¢ Convexe implique étoilée, qui implique connexe par arcs ; les parties connexes par arcs de [ sont
les intervalles.

e L'image continue d'une partie connexe par arcs I'est aussi : une fonction réelle continue y vérifie les
valeurs intermédiaires, et une fonction continue a valeurs entieres y est constante.

¢ En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et les compacts sont les fermés bornés.

e En dimension finie, les applications linéaires, multilinéaires et polynomiales sont continues : det
est continu, GL,(K) est un ouvert dense.

GL,,(C) est connexe par arcs, alors que  GLy,(R) ne I'est pas.

Questions fréquentes sur compacité et connexité par arcs

Une partie fermée et bornée est-elle toujours compacte ?
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Oui en dimension finie, et c'est la caractérisation la plus utilisée. En dimension infinie, c'est faux : dans
I'espace des suites bornées muni de la norme uniforme, la boule unité fermée n'est pas compacte, car les
suites € vérifient | — E*f.rn|oo =1 pour & ?é m.

Comment prouver qu'une fonction atteint son minimum sur un ensemble non compact ?

On se ramene a un compact. On fixe un point <), puis on montre que la fonction est plus grande que
fl:ﬂ?,:]:l hors d'une boule fermée assez grande. En dimension finie, I'intersection de I'ensemble fermé
avec cette boule est compacte, et le minimum y est atteint.

Comment montrer qu'une partie n'est pas connexe par arcs ?

On cherche une fonction continue réelle sur la partie qui prend deux valeurs sans prendre une valeur
intermédiaire. Par exemple, le déterminant prend les valeurs 1 et —1 sur GLRI:IR} sans s'y annuler,
donc GL,(R) n'est pas connexe par arcs.

Pourquoi le déterminant est-il continu ?

L'espace M, (K} est de dimension finie, et det A est un polynéme en les coefficients de A .
Toute application polynomiale en les coordonnées est continue en dimension finie, quelle que soit la
norme choisie. On en déduit que GLy,(K) est ouvert.

Pour aller plus loin en maths spé

¢ Les énoncés : exercices de maths spé sur compacité et connexité par arcs

A maitriser avant : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre précédent : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre suivant : Séries numérigues et vectorielles

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/compacite-connexite-dimension-finie-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/topologie-continuite-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/topologie-continuite-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

