Corrigés des exercices de maths spé

Compacité et connexité par arcs

Corrigé de I'exercice 1 : Compacité par la définition

séquentielle

1. Soit {“k:' une suite d'éléments de A . Deux cas se présentent. D'abord, si une valeur de .4
est prise une infinité de fois, la sous-suite constante correspondante converge vers cette valeur, qui
estdans A . Sinon, chaque valeur n'est prise qu'un nombre fini de fois. Pour tout & ,iln'y a
alors qu'un nombre fini d'indices K telsque g = 1/IN,car A N [1/N,1] estfini. On
construit donc par récurrence (k) > (k — 1) telque U, < L/k _ pinsi

0< Yok <1/k | etla sous-suite converge vers (0 £ A .Toute suitede A aune
valeur d'adhérence dans 4 : A est compacte.

2. Lasuite l:lfn:l est a valeurs dans B et converge vers [ . Par conséquent, toutes ses sous-
suites convergent vers (1, qui n'appartient pasa B . Aucune sous-suite ne converge dans
B : B n'est pas compacte.

3. Soit 9y, latroncature décimalea 10~ ™ présde v2/2 . Clestun rationnel de [0,1], et
q, —* V2 /2 . Toute sous-suite converge vers V2 /2 , qui est irrationnel. Donc [0, 1] N @
n'est pas fermée, donc pas compacte.

Corrigé de I'exercice 2 : Parties compactes du plan

On est en dimension finie : une partie est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

1. L'application (x, ) — 2 + 2y2 est polynomiale, donc continue. Ainsi K1 est I'image
réciproque du fermé |—oo, 4] : elle est fermée. De plus, sur Ki,ona £2 < 4 et 2 < 2.
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Donc N oo(z,y) < 2. K1 est compacte.

2. Lapartie Ky est fermée, comme image réciproque de {1} par (z,y) — £y . Cependant,
elle contient (n,1/n) pourtout n > 1,et N,(n,1/n) = n . Kg n'est pas bornée,
donc n'est pas compacte.

3. D'abord, K 3 est l'intersection des fermés {:1:‘i +yt < 1} et {x = 0}, images réciproques
de fermés par des fonctions continues. Ensuite, =% < 1 et % < 1 donnent
Noolz,y) < 1. K3 est compacte.

4. Lasuite (1/n,0) estdans K 4 etconvergevers (0,0}, quinestpasdans K4. K4
n'est pas fermée, donc n'est pas compacte.

5. L'application :x — (z, f(x)) est continue de [0,1] dans [R2, car ses deux coordonnées le
sont. Or [0,1] est compact. Donc I"f = ([0, 1]) est compact, comme image continue
d'un compact.

Point de méthode : pour un ensemble défini par des inégalités larges entre fonctions continues, le
caractere fermé est immédiat ; tout I'effort porte sur la majoration.

Corrigé de I'exercice 3 : Distance a un compact et a un fermé

1. L'application é:vy — |z — y| vérifie [8(y) —8(z)| < |y — 2| par l'inégalité triangulaire
renversée. Elle est donc 1 -lipschitzienne, donc continue. Par le théoreme des bornes atteintes sur
le compact non vide K, elle atteint son minimum en un point ¥y. Ainsi

diz,K) = T — Yg| avec Yq € K .

2.5t @ € Fet 7= 1T —al.Onpose K = F M Bjf(x, r). Cestune partie fermée,
comme intersection de deux fermés, et bornée. En dimension finie, & est donc compacte ; elle
est non vide car elle contient & . D'apres la question 1, il existe Yp € K tel que
[T — Y| = diz, K) < r Ensuite,si y € F\ K ,alors |£ —Y|>7 2 [T — Yg.
Enfin,si ¥ € K ,ona [T —¥| > | — ¥g|. Donc G":':SF, F:' = |¥ — ¥p| est atteinte en
Yn € F,

3. La partie F' est fermée, comme image réciproque de {1} . Ses points s'écrivent l@, 1/:1::1 avec
x ?é 0.0Ona



2
(@, 1/a)2=a2+ Y =(a-2) +222

avec égalité si et seulementsi = = 1/x ,soit £ = +1.Donc d(0, F') = V2, atteinte
exactementen (1,1) et (-1, —-1).

Corrigé de I'exercice 4 : Le groupe orthogonal est compact

Voici la démarche, étape par étape.

. L'application ¢ : M — M T M est continue, car ses coefficients sont des polynémes en les

M5 Ainsi On(R) = @ 1({I,])) estfermé. De plus, pour M € O,(R}, les colonnes

M2 =Y |C
7

B —
€' sont unitaires. Par conséquent, J‘| — ™ L'ensemble est donc borné. En

dimension finie, O, (R) est compact.

. Le déterminant est continu, donc det_l{ {1}) est fermé. Ainsi
SO,(R) = O,(R) N det™1( {1]) est 'intersection d'un compact et d'un fermé. Donc
SO, (R) est compact.

. Pour M orthogonale, det(M}E = det(M | M) = 1,donc det M € {-1,1} Les
deux valeurs sont prises, en I, eten diag(—1,1,...1}.5i ©O,(R) était connexe par arcs,
son image par det serait un intervalle contenant —1 et 1,donc 0. C'est absurde :

O, (R) n'est pas connexe par arcs.

. La trace est linéaire, donc continue, sur le compact non vide Oy, (R) . Par le théoréme des bornes
atteintes, elle y admet un maximum et un minimum. Ensuite, chaque colonne est unitaire, donc

mz’ﬁj| < 1. Ainsi —n < tr(M) < n. Cesvaleurs sont atteintesen —I,, eten I, .Le
maximum vaut 7 et le minimum vaut —7.

Corrigé de I'exercice 5 : Théoreme de Heine et continuité

uniforme
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1. La fonction racine est continue sur le compact [0, 1] . Par le théoréme de Heine, elle y est
=0 _ 1
r—0 — /T
+co quand 1 — 0 . Aucune constante de Lipschitz ne convient : la fonction n'est pas
lipschitzienne.

uniformément continue. En revanche, pour * & ]D, l] ,ona , qui tend vers

oy = _ 1 _
2.0na &p—Y, = 1/n — 0. pourtant, :r:,%—y% =2+ 3> 2.Avec ¢ =1,aucun %
ne convient, car |£n - yﬂl <9 pour 7. grand. Donc 1+ —s r2 n'est pas uniformément
continue sur [£.

Suite de la démonstration

3. Soit &> 0.D'abord, il existe A > 0 telque |f(z)— £| < &/2 pour = > A . Par
l'inégalité triangulaire, |f(z) — f(y)| < & désque x,¥ > A . Ensuite, [ estcontinue surle
compact [0, A + 1] . Par le théoréme de Heine, il existe My = 0 adaptéa & surce segment.
Posons 1 = miﬂ{??[], 1) etprenons |z —y| < n,avec T < y.Si ¥y < A+1,lesdeux
points sont dans [0, A + 1], donc |f{z) — f(v)| < €.Sinon, ¥y >A +1 et

> y—1>4 donc |flz)— f(v)| < e.Ainsi [ estuniformément continue sur
[0, +oo] .

4. Lafonction £ — = e estcontinuesur [0, +oo| ettendvers 0 en oo par
croissances comparées. Elle est donc uniformément continue d'apres la question 3.

Point de méthode : on découpe le domaine en un compact, ou Heine s'applique, et un voisinage de
I'infini, ou la limite contrdle tout ; la marge de 1 évite le probléme des points a cheval.

Corrigé de I'exercice 6 : Un maximum obtenu par compacité

z2+y2 g2
2 - 2

1. De (|z| - |y|:|2 > 0,ontire |gy| < . En multipliant par ¢—74~ (0, on

obtient |f(z, )| < & e—r2.

2. Posons t = r2 > 4.lafonction t — %E‘_t est décroissante sur  [1, +oo[ . Donc



Fle,g) < Se% = 2e%.0r 2<ed donc 2ot <=2 Ainsi |f(z, )] < e~
déesque r = 2.

3. Soit I} le disque fermé de centre (1 et derayon 2. Il est fermé et borné en dimension finie,
donc compact. La fonction [ est continue sur I : elle y atteint son maximum A4 en un point
p.Deplus, (L)€ Dcar 1+1<4,et f(1,1)=e~2.Donc M > e—2.Enfin,
horsde IJ,laquestion2donne f < e—2 < M .Par conséquent, M = f(p) estle
maximum de | sur [RZ.

Fin de la résolution

4. Posons ﬂ{t} = %e—t.On a 5"(1:1 = %(1 — t}e—t ,donc & est maximaleen % = 1, avec

1 P 1 . s s ) 1‘2 -|— -yz
5'(1:1 = 5 . Ainsi f{;}:‘J :1 < 5, Partout. Il'y a éqalité si et seulement si 4y = 5 et
r2 — 1 .La premiere condition équivaut a (;p — y}g = 0,s0it ¥ = ¥ Avec 952 = 1,
4l - 1 e 11 11
ontrouve £ = y = =+ e Le maximum vaut Pa ! atteint en (JE’ ﬁ) et ( 73 &)
. o - 1 ) 11
Enfin, flx, —y) = —f{z, v). Le minimum vaut donc —73; atteinten | - JE) et
()
Vi Vi) o

La figure ci-dessous montre les lignes de niveau de |, le disque compact utilisé et les quatre points
extrémaux. On y voit que | est trés petite prés du bord du disque, conformément & la question 2.
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Corrigé de I'exercice 7 : Point fixe d'une application strictement

contractante

1. Pourtous x, ¥ € K ,ona |flz) — f(v)| < | —v|,ycomprissi £ = ¥ .Donc f est
1 -lipschitzienne, donc continue.

2. Lafonction ¢ est continue, comme composée de £ — f(x) — = et de la norme. Elle atteint
donc son minimum sur le compact non vide A enun point @ . Supposons gl:r:r;l =0, c'est-a-
dire f(a) @ . Alors, enposant b = f(a) € K , on obtient

g(b) = |f(f(a)) = fla)] <|f(a) — a| = g(a).

Cela contredit la minimalité de g(a). Donc f(a) = a.Ensuite,si @ et g/ sontdeux points
fixes distincts, la —a’/l = |f{a@) — f(a’)| <la —a’l, ce qui est absurde. Ainsi f admet un



unique point fixe.

3. Pour a:?éy,ona
T2 — 42 x
|h(z) — h(y)| = h|(:1:) +?1(L) = |z -yl h(|$) i i‘(y)'

or |z 4yl < |z + |y <hlx) + Aly)  car h(z)> || Donc |h(z) — Aly)| < |z -y .
Cependant, A{x)>> |r| > = pourtout =.Donc A n'apas de point fixe : I'hypothése
manquante est la compacité, car [ est fermé mais non borné.

Suite du raisonnement

4. D'abord, dpt+1 = |f(un) — fl@)| < |uy —a) = dy . Lasuite (dy) est décroissante et
minorée par (1, donc elle converge vers un réel d = 0 . Ensuite, par compacité, une sous-suite
(utp(n):' converge vers & € K .Alors b —al = lim dym) = d . De plus,
Uolm) +1 — f{utp(ﬂj} — f(B) par continuité, donc | F(8) — a| = lim dip(m) +1 = d.Si
b?é a,onaurait d = |f(&) — fla)| <lb —al = d, ce quiestabsurde. Donc b = g et
d = |b —al = 0.Par conséquent, (u,) convergevers .

La figure ci-dessous illustre la question 3. Le graphe de / se rapproche de la droite ¥ = & sans
jamais la couper. L'infimum de hl:d::l — x vaut (0, mais il n'est pas atteint, faute de compacité.
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Corrigé de I'exercice 8 : Somme de deux parties

1. Le produit A x B estcompactdans K& x K , comme produit fini de compacts. L'application
s: (@, b) = a + b estlinéaire et vérifie |a + b] < 2 max(ial, [bl) : elle est continue. Ainsi
A4+ B = S{A ® B:l est compact, comme image continue d'un compact.

2. Soit {#y) unesuitede A + B quiconvergevers z € F.Onécrit z, = Gy + by . Par
compacité de A , une sous-suite ':ﬂtp(ﬂ):' converge vers a £ A . Ensuite,
btp(ﬂ) = ztp(ﬂ) - ’ltp(ﬂ) convergevers % — & .Comme B estfermé, = —a & B .Donc
z=a+(z—a)€ A+ B :lapartie A + B est fermée.

3.0na A={zvy):zy=0n{zy):z >0} car £y = Linterdit £ = 0.Clestune
intersection de deux fermés. De méme, B est I'image réciproque de {{} par {:J:, y:l — Y,
donc fermée. Soit maintenant (u, v) avec w>>0.Enposant = = lfvet t = u—1/v,
onobtient (u, v) = (=, 1/x) + (%, 0) . Réciproquement, tout élémentde A + B aune
ordonnée 1/xz >0.Donc A + B = R x 0, 400[. Cette partie n'est pas fermée, car



(0,1/n) — (0,0 ;ﬁ A + B . La somme de deux fermés n'est donc pas toujours fermée
: I'hypothese de compacité de la question 2 est essentielle.

Corrigé de I'exercice 9 : Parties connexes par arcs du plan

Suivons les questions dans I'ordre.

1. L'application € :(r;8) — (rcosf, rsinf) est continue sur ]0, +oo[ x R . Cette partie est
convexe, donc connexe par arcs. De plus, tout point non nul du plan s'écrit en coordonnées polaires
avec r>0,et & neprend jamais lavaleur (0,0) . Ainsi R2 \ {l:[], D}} est connexe par
arcs, comme image continue d'une partie connexe par arcs.

2. Supposons que {1 —t)a +tb = 0 pourun £ € [0,1].En prenantles normes, 1 —t = £,
donc & = 1/2 et b = —a, ce quiest exclu. Le dénominateur ne s'annule donc pas. Par
conséquent, ¥ est continue, a valeurs dans S ,avec ¥(0) = a et y(I) =b.5i b = —q
,on choisit ¢ € § différentde @ etde —a ,ce quiestpossiblecar 7 = 2 .0n relie alors

@ a C,puis € a —@,etonconcatene. La sphéere S estconnexe par arcs.

Suite de la résolution

3.5i (z,y) € Cet Ae (0,1 alors (Ax)(Ay) = A2 zy = 0.Lesegment [0, (z, )] est
doncinclusdans €' : (' est étoilée par rapport a l'origine. En revanche, (1,0} et (0, 1)
sontdans €', mais leur milieu  (1/2,1/2) vérifie £y = 1/4+# 0.Donc C n'est pas
convexe.

4. Lafonction w(zr,y) = 2+ y? —1 estcontinuesur TF .Ellevaut —1en (0,0) et 3 en
{2, D:l , deux points de {7 . Cependant, elle ne s'annule pas sur {7 . Son image n'est donc pas
un intervalle. Par le théoreme des valeurs intermédiaires généralisé, [/ n'est pas
connexe par arcs.
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Corrigé de I'exercice 10 : Fonctions continues sur une partie

connexe par arcs

1. L'image f{A} est un intervalle, par le théoreme des valeurs intermédiaires généralisé. Or un
intervalle inclus dans & contient au plus un point, car entre deux entiers distincts se trouve un
non-entier. Donc | est constante.

2. Lafonction h = f/g estcontinuesur A, car 9 nes'annule pas. Deplus, 12 — 1,donc
h estavaleursdans {—1,1}. Son image est un intervalle inclus dans {—1, 1}, donc réduit &
un point. Ainsi } est constante égalea 1 oua —1,c'est-a-dire f = gou f = —q.

3. Supposons ¢ :R? — R continue et injective. Son image I = ¢({[R?) est un intervalle, car
R4 est convexe. Par injectivité, I contient au moins deux points : son intérieur est non vide.
Choisissons ¢ intérieura I et P telque ¢(p) = c .D'aprés I'exercice 9, R? \ {p} est
connexe par arcs, par translation. Son image £ \ 7€} devrait donc étre un intervalle. Or ¢ est
intérieur a I : il existe des points de I de part et d'autre de ¢ . C'est absurde : aucune
application continue de RZ dans [R n'est injective.

Point de méthode : retirer un point est un test puissant ; un intervalle ouvert privé d'un point n'est plus
connexe par arcs, alors que le plan privé d'un point le reste.

Corrigé de I'exercice 11 : Deux points antipodaux de méme

image

1. Lecercle & estlimagede R par 8 — (cost), sind), quiest continue. Or R est connexe
par arcs. Donc S est connexe par arcs.

2. L'application & — —x envoie & dans & etelle estcontinue. Ainsi g est continue sur
S .Deplus, g(—x) = f{—x) — f(z) = —g(x).Fixons L5 € S . Limage g(S) estun
intervalle contenant gl:fl?[j:l et —gl::t?,:]:l . Elle contientdonc [ . Il existe x £ & tel que

g(x) = 0,soit f(x) = f(—x).

3. Pource point Z,ona T # —& car x £ 0.Pourtant f(x) = f(—x).Aucune
application continue de & dans [ n'est donc injective.



4. On assimile I'équateur a un cercle, et la température & une fonction continue de la position. A
chaque instant, il existe deux points diamétralement opposés de I'équateur ou la
température est la méme.

Corrigé de I'exercice 12 : Comparaison des normes usuelles

Regardons chaque cas avec soin.

2 2
1. D'abord, pour tout 7, e = Zﬂ:j,donc N < Ng . Ensuite,

J
2 _ y; 2
Ni(z)* = Zﬂ' + Z |£c-£”£j| > Ny(z) ,donc INg < IN{.Deplus, I'inégalité de
1

Ll
Cauchy-Schwarz appliquée &  (|T1];- -« |Znl) et (1,...1) donne INi(x) < v Ny(z).
Enfin, Ng(z)? = Z :t?g < n Ng(z)? . on a bien les quatre inégalités annoncées.

2. Pour €7 = (1,0,..,0),ona Ngole;) = Ny(e;) = Ni(eq) =1 :les deux premiéres
inégalités sont des égalités. Pour u = (1,...,1},ona Ni{u) = n, Nolu) = v et
N o) = 1. Ainsi VNi{u) = vt Nou) et No(u) = vt IV o, (u) . Les quatre
constantes sont atteintes, donc optimales.

3.5it P, =14+X+...4X" . 0na Ni(P,,) =m+1let Ny (P, =1.9i
existait S telque N7 < N, ,onaurait m +1 < £ pourtout m .C'est
impossible : les deux normes ne sont pas équivalentes sur R[X].

4. Posons @ = %{1 + X +... .+ X™1) Alrs Nm{Qm) = 1/m — 0 tandis que
Nl(Qm = 1. La suite I:Q'm:l tend vers 0 pour IV, mais pas pour IN7i.

Corrigé de I'exercice 13 : Normes sur les polynémes de degré
au plus n

1. D'abord, IN{P) estfini,car P est continue surle compact [0, 1].L'homogénéité
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N(X P) = |A| N(P) et I'négalité triangulaire se vérifient point par point, puis en passant au
sup. Ensuite, si IN(P) = 0, alors P s'annule sur [0, 1]. Il a donc une infinité de racines, d'ou
P = 0.Ainsi ¥ estune normesur F .

2. Ladérivation 3. P — P/ estlinédairede K dans FE .Or FE estde dimension finie

n + 1. Par le théoréme de continuité des applications linéaires en dimension finie, 1} est

continue pour IV . Il existe donc T, >0 tel que N(P';:l < C,, IN(P) pour tout
FPc k.

N _ —1
3.Pour p = X", ona IN(P)=1et N{P}_[%u%ntﬂ — ™ ponc n < Cp-l.

Ainsi C,, = n :la constante ne peut pas étre choisie indépendamment de 1.

Questions 3 a5

4. Par hypothese, [%UI131|P}; N ﬂ — 0 . Pour % assez grand, on a donc N{Pk} < [s[quf]|f| +1

.Lasuite (Ppg) estbornée dans I'espace de dimension finie [ . Elle admet donc une sous-suite
(Po(x) quiconvergeversun P € E pour N .Pourtout t € [0,1],0naalors
[Puir(®) — P()| € N(Pyy —P) — 0.0r Pygy(t) = f(E). Par unicité de la

limite, f(t) = P(t) pourtout t € [0, 1].

N(Py - P) = sup|Pg—f| =0
[0,1]

(B, N).Soit x € R.Laformelinéaire @ — Q(x) est continuesur E ,car E estde
dimension finie. Par conséquent, Px(z) — P(zr), méme pour = ¢ [0,1].

5. D'apres la question 4, .Ainsi Pp — P dans

Point de méthode : en dimension finie, on choisit la norme la plus commode pour chaque question ; ici la
convergence uniforme sur [0, 1] équivaut & la convergence des coefficients.

Corrigé de I'exercice 14 : Continuité du déterminant et parties
de M_n(K)

1. L'espace M, () est de dimension finie. D'abord, tr et A4 — AT sontlinéaires, donc



continues. Ensuite, (A, B) — AB est bilinéaire, donc continue. Par composition, 4 — Ak
est continue. Enfin, det A est une expression polynomiale des coefficients agj . Toutes ces
applications sont continues.

2. Ona GL,(K) = det_l{[}{ \ {0}) , image réciproque d'un ouvert par une application continue.
De méme, SL,(K) = det_l{ {1}) . Le premier est ouvert, le second est fermé.

3.0na A = {4: 4" = 0}, image réciproque du fermé {0} par I'application continue
A — A" .Donc A estfermé.

4.Si r = n,l'ensemble est M, (K), qui est fermé. Sinon, son complémentaire est I'ensemble
des matrices de rang au moins + -+ 1. C'est la réunion, sur les mineurs & de taille r 4+ 1, des
ouverts [A : 5(}1} ?‘é D} , car chaque mineur est polynomial en les coefficients. Le
complémentaire est ouvert, donc I'ensemble des matrices de rang au plus ¥ est fermé.

5. Pour A € GL,(K) ,ona A—1 = ﬁ Com(A)T . Les coefficients de  Com(A) sont

des déterminants extraits, donc polynomiaux. De plus, det ne s'annule pas sur GLn{[K:l .
Chaque coefficient de 4 —1 est un quotient de fonctions continues: 4 — 4A—1 est
continue.

Corrigé de l'exercice 15 : Densité de GL_n et polynéme

caractéristique de AB

1. La fonction = — det{;ﬁl - Iﬂ:l est polynomiale de degré 7, de coefficient dominant
(-1}“. Elle a donc au plus 7 racines. Par conséquent, il existe Fq tel que lfp ne soit pas
racine pour P = Py.Ainsi dp = A — % I, estinversible pour P > Py,et Ap — A
Toute matrice est limite de matrices inversibles : GLﬂ{[K:I est dense.

2. Comme A estinversible, BA = A_l(AB}A . Les matrices 4B et B4 sontdonc
semblables. Elles ont le méme polynome caractéristique.

3. Fixons B et x € K.Lapplication ¥:A — det(z I,, — AB) —det(x I,, — BA) est
polynomiale en les coefficients de A , donc continue. Elle est nulle sur la partie dense  GLy, (K]
.Pour A quelconque, on écrit A = lim Ap avec Ap inversibles, et

P(A) = lim $(Ap) = 0. Ainsi XAB'GF:' = XBA{:E:' pour tout = £ K . Les deux
polyndmes coincident en une infinité de points. Donc X 4 5 = X 54 pour toutes matrices
AB.
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4. Oncalcule AB = [ [\ray7] 0&1 1) et BA = [ [\ray7?] 0 & D, . Or la seule matrice
0&0 0&0

semblable a la matrice nulle est la matrice nulle. Donc 4B et B.A ne sont pas
semblables, bien qu'elles aient le méme polynéme caractéristique X 2.

Point de méthode : pour étendre une identité continue en A , il suffit de la prouver sur une partie
dense, souvent GL, (K] .

Corrigé de l'exercice 16 : Connexité par arcs de GL_n(C)

1. Chaque coefficientde (1 — z)A + zB est une fonction affine de z. Le déterminant est un

polynéme en les coefficients, donc F est un polyndme en 2 de degré au plus 7. De plus,

P(0) = det A% 0,donc P estnonnul. Ainsi Z est fini, de cardinal au plus 7.
Enfin, P(0) = det A+ Oet P(1) = det B 0,donc 0,1¢ Z .

2. Supposons ’}’S{i} = ’rsf(if} . Les parties réelles donnent + = ¢/. Les parties imaginaires
donnent ensuite (s — /) (1 —t) = 0.Comme s s/, onobtient t € {0,1}.Deuxarcs
distincts ne se rencontrent qu'en [ et 1 .Parconséquent, chaque pointde % , quin'est ni

0 ni 1, appartient a au plus un arc. Les arcs qui rencontrent % sont donc en nombre fini.
Comme [ estinfini, il existe 5 telque V. évite 7.

Suite de la preuve

3. Onpose I'(t) =(1-— ’}’s(f}:lﬂ + ’}’s{i}ﬂ . C'est une application continue de [0, 1] dans
My (C) avec I'(l) = A et I'(I) = B .Deplus, det I'(t) = Py () ?é 0, car
7, (t) ¢ Z .Le chemin I' restedans GL,(C), qui est donc connexe par arcs.

4. Pour A = Iy et B = —Ig, onobtient P(z) = det((l —22)Iq) = (1 —22:)2 donc
Z = {1/2} Prenons s = 1 : la partie imaginaire de ’}’l(i:l = t 4+ {1 — £) ne s'annule
quen ¢t =0 et ¢t = 1.Donc 7 évite 1/2.Le chemin
) = (1 — 2t — 22 (1 — t:l:l Iy relie Ig a —Igy dans GLj3(C). Ensuite, un chemin
réelde Iy a diag(—1,1) aurait un déterminant réel continu passantde 1 & —1.Parle
théoreme des valeurs intermédiaires, il s'annulerait : un tel chemin ne peut pas rester

dans GLy(R).



La figure ci-dessous montre I'arc Y1, qui contourne la racine l;’ﬁ, puis le coefficient
c(t) =1—27v,(t) delamatrice I'(t) = c(t)In.Ce coefficientvade 1 & —1 en passant sous
I'origine, donc sans jamais s'annuler.

0.4 1 — Y(O) =t+7t(1 -1
0.3 1

0.2 1

0.1

0.0 X

racine 1/2

—0.1 -

—-0.2 : : : . . :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

plan de la variable z

0.2 -
B=—I 0 évité A=,
0.0 p 3
—0.2 1
~0.4-
—0.61 —_— c(t)=1—2y(t)

~1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0
coefficient de I'(t) = c(t) I>

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corriaé de I ice 17 : C : I
projecteurs

1. L'application A4 —s A2 _ A estcontinue, et P estlimage réciproque de {0} : il est fermé.
Ensuite, notons F'15, la matrice élémentaire d'indice (1, 1} etposons Py = J1 4 tEq, .
Ona J1 B, = Fi,, Fipd1 =0 car n?é 1,et E%ﬂ = 0. Donc

P% = Ji + tEq, = P;.Comme le coefficient i est arbitraire, 7 n'est pas borné.

2. Le polynéme X2 — X = X(X — ]_:l annule P etil est scindé a racines simples. Donc P
est diagonalisable, avec des valeurs propres dans {U, 1} . llest semblablea Jf, ,ou 7T estla
multiplicité de 1. Alors rg(P) = rg(J,) = r et tr(P) = tr(J,) = r. Ainsi

rg(P) = tr(P).

3. Lafonction t — tr{y(t]} estcontinue sur [0, 1], comme composée de fonctions continues.
D'aprés la question 2, elle est a valeurs dans {0, 1,...1., n}.0Or [0,1] est connexe par arcs,
donc son image est un intervalle d'entiers réduit a un point. Le rang de “¥(%) est donc
constant.

Questions 4 et suivantes

4. La question 2 montre que tout P € P, s'écrit @ J,. @1 . Réciproquement,
©@J7,0 ) =0Ji20—1=QJ,Q 1, etcettematriceestderang 7. D'oll I'égalité
annoncée. Ensuite, @ — @ J,. @1 estcontinue sur GLy(T), car le produit et I'inversion le
sont. Donc P, est connexe par arcs, comme image continue de GL,(C).

5. Les parties P, ... Py recouvrent P, sont connexes par arcs, et aucun cheminde P ne
relie deux d'entre elles d'apres la question 3. Ce sont exactement les 7 + 1 composantes
connexes par arcs de P . Ensuite, Pp = 10} , etun projecteur de rang 71 est inversible,
donc P = P1p2 =1 :ainsi P, = {In}. Cesdeux parties sont compactes. Enfin,
pour 1 < r < n —1,lecalcul de la question 1 montre que f, 4+ tE{,, estun projecteur de
trace T,car BinJ,- = 0 (lacolonne n de J, estnulle).Ces composantes ne sont pas
bornées : seules P et 7, sont compactes.



Corrigé de I'exercice 18 : Meilleure approximation polynomiale

1. Larestrictionde '“'oo a F' estune norme sur l'espace de dimension finie ' . La partie &
est une boule fermée de F' : elle est fermée et bornée, donc compacte. Elle est non vide car elle
contient 0. L'application P — |f - PL}O est 1 -lipschitzienne, donc continue. Elle atteint

- + T p# < _ _ , ,
son minimumsur K enun p*,et |f — P |m <|f =0, = Il -Ensuite, si
P e F\ K, alors

*
—P| _ >IPl — > |f—PY .
f—P|_ =Pl —Ifl_>Ifl_ = If 5
Donc P* minimise |f —P|OO surtout F : |f —P*|m = d(f, F').
2. Pour une constante ¢, la fonction 5 — x2 — ~ est croissante sur [EI, l] et prend ses valeurs
dans [—¢,1—¢].Donc |f — C|m = max(|e], [l —¢[).or |¢| 4+ 1 —¢| > 1, donc ce

maximum vaut au moins 1/2, avec égalité si et seulementsi ¢ = 1/2 . La meilleure
constanteest 1/2,et d(fRo[X]) =1/2.

Les dernieres questions

3.0na e(0)=—b, e(1/2) =3 —-%—bet e(l) =1-a—b.Donc
e(0) —2e(1/2) +e(l) = ~b—-t+a+26+1-a—-b=1

Par I'inégalité triangulaire, % < |e(@)] + 2le(1/2)| + |e(1)| < 4iel,, - Ainsi
|f = P|_ = 1/8 pourtout P € Rj[X].

2
4. Pour P*{:n:l = ;E—EI/S,I'erreurvaut e(r) = :];2_1-;4_% — (;p_%) _%.Sur [0,1],
ona DE(J;_%) :_:%.Donc —%ge{x}g%,et l€los = 1/8 . Laborne de la

question 3 est atteinte : d(f,R1[X]) = 1/8, réalisée par P*(r) = = —1/8.

La figure ci-dessous représente [ et ¥, puis I'erreur. Celle-ci atteint alternativement —I—I/S )
—1/8 et +1/8 auxpoints 0, 1/2 et 1.Ce sont précisément les points utilisés & la question 3.
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1.0_ f(X)=X2

0.84 — P*(X)=X—1/8

0.6 1
0.4 1
0.2 1
0.0 1

_02 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.20

—erreur x2 — x +1/8

0.15 -
0.10 {
0.05 -
0.00

—0.05 -

—0.10

~0.15 - —1/8

~0.20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Corrigé de l'exercice 19 : Probleme : adhérence et intérieur des

matrices diagonalisables

1. La trace est linéaire et le déterminant est polynomial en les coefficients. Donc A = +r2 — 4det
est polynomiale en les coefficients, donc continue sur Ay (R} .



2. Si A estdiagonalisable sur R, elle est semblabled diag(A, u) avec A,y réels. Alors
AlA) = (4 p)? —42u = (A — u)?. Donc A(4) > 0.

3. D'abord, 7 = A~1(]0, +co[) estouvert, par continuité de A . Ensuite, si A(A) >0, le
polyndbme X 4 a deux racines réelles distinctes. La matrice A , de taille 2, a donc deux
valeurs propres distinctes. Elle est diagonalisable: ©7 _ 1.

4.Si A(A) =0 ,alors x, = (X — 2% avec A = tr(A)/2.5i A est diagonalisable, elle
estsemblabled A Ig,donc A = P(X IQ}P_I = A In.Réciproquement, A Iy est
diagonale. Ainsi, sur {A = [}, les matrices diagonalisables sont exactement les
matrices scalaires.

Questions 5a 7

5. L'ensemble {4 = 0} estfermé et contient T d'aprés la question 2. Il contient donc
l'adhérence de D . Réciproquement, il suffit de traiter A{A) = 0 ,car {A>0} C D.Le
polyndme X 4 estalorsscindésur R,donc 4 — P 7 P—1 avec

- ( [\131513?] ?‘ }L) .Posons Ap = P ( A E]|‘ ke i ) P—1 | Cette matrice a deux

valeurs propres distinctes, donc Ar € D  Deplus, Ar — A par continuité du produit.
L'adhérence de D estdonc {A:A(4d) > O},

6. Comme [7 estunouvertinclusdans 1, il estinclus dans l'intérieur de T . Réciproquement,
soit A € D\U .Alors AfA) =0,donc A = X Ig parlaquestion 4. Posons
B = AIqg+ %EIE .Ona A(Bp) = (ﬁ}ljg — 432 = g, et Bg n'est pas scalaire.
Donc B ¢ D, alorsque Bg — A  Ainsi A n'est pas intérieur, et l'intérieur de D
est exactement T7.

7. La partie D n'est pas ouverte, car f5 £ D n'est pas intérieur. Elle n'est pas fermée non plus :
El13 estdans I'adhérence, car A{F15) = 0, mais E13 n'est pas diagonalisable. Donc
D n'est ni ouverte ni fermée. Enfin,si 4 — P » P—1 avec II diagonale, alors
tA = P(tD)P~] estdiagonalisable pour tout t € [0, 1]. Le segment [0, A] est donc
inclus dans T . La partie 1> est étoilée par rapport a la matrice nulle, donc connexe par
arcs.

La figure ci-dessous résume le probléme dans le plan des coordonnées (trace, déterminant). Sous la
parabole d = 53/4 , on trouve l'ouvert {J . Sur la parabole, seules les matrices scalaires sont
diagonalisables. Au-dessus, les valeurs propres ne sont pas réelles.
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—— A=0: parabole d =s%/4

4 1 .
A <0 : valeurs propres non réelles
< 37
4
]
T 5]

~
sur la parabole :|diagonalisable
seulement si A Al

déterminant d
o

A > 0 : deux valeurs propres réelles distinctes,
matrice diagonalisable (ouvert U)

-3 : : : : : :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

trace s =tr(A)

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : compacité et connexité par arcs, cours de maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur compacité et connexité par arcs

A maitriser avant : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre précédent : Topologie d'un espace normé et continuité

Chapitre suivant : Séries numérigues et vectorielles

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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