Exercices de maths en L3

Compacité et connexité

Exercice 1 : Parties compactes du plan

On munit 2 d'une norme quelconque. Pour chacune des parties suivantes, dire si elle est compacte, en
justifiant.

1. A= {(z,y) € [\matb?]R%: 522 4+ 22 = 1},
2. B = [{:J:,y}nlﬁg:y = :EE]'.
3. C = |(z,y) € [\mathbR?]}?: 2% + y% [\leqeq?] 1}.

4, D = {{:J:,y}EEE:D{:J:Q—i—yEEﬂ_il}.

5. P = {(racln,0):n > 11} U {00}, puis P\ {(0,0)}.

Exercice 2 : Borel-Lebesgue a la main

Dans cet exercice, on utilise uniqguement la définition par les recouvrements ouverts, sans passer par les
suites.

1. Montrerque K = {0} U [% n = 1} est une partie compacte de [E.

2. Montrer que [D,—I—oo[ n'est pas compact, en exhibant un recouvrement ouvert sans sous-
recouvrement fini.

1

3. Méme question pour J, — [% ‘N > 1} . On pourra utiliser des intervalles centrés en = de rayon
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Exercice 3 : Opérations sur les compacts

Soit (F,d) un espace métrique.

1. Montrer qu'une réunion finie de parties compactes de & est compacte.
2. Montrer qu'une intersection quelconque (non vide) de parties compactes de F est compacte.
3. Soit K uncompactde R2 et p(z,y) = & .Montrerque p(K ) estuncompactde E.

4. Montrer que H = {(z,y): zy = 1} estfermédans R2,maisque p(H ) n'est pas fermé
dans R.

Exercice 4 : Somme d'un compact et d'un fermé

. . 7 A B E a
Soit & un espace vectoriel normé. Pour : Z ,onnote A4 4+ B = {,b a € AbE B} .

1. Montrer quesi K et I sontcompacts,alors & 4+ L est compact.

2. Montrer que si K estcompactet F fermé, alors K —+ F' est fermé.

_ I }
3. Dans [E,onpose F' = [N et G:{_m—l'm—-l—l:m €1 My - Montrer que F' et (&
sont fermés, que 0 ¢ F' 4+ &, maisque 0 estadhérenta F -+ (& . Conclure.

La figure ci-dessous représente les premiers points de  F',de (& etde la suite mL—l—l de la question
3.



® F=N B G={-m+_1:} A _L-EF+G

m+1

Exercice 5 : Distance a un compact

Soit E un espace vectoriel normé.

1. Soit A uncompact nonvideet x € E'. Montrer qu'il existe ¥y € K tel que
T — yg| = dlz,K).

2. Soit A et [ deux compacts non vides et disjoints. Montrer que
d(K,L) = infz—y|:z € K,y € L} estatteinte et strictement positive.

3. Soit K compactet F' fermé, non vides et disjoints. Montrer que d{K,F')>0.

4. Dans R2,on considere F'y = {(:E,D} 1T € IR} et Fy = {(;]31%:] e [j} . Montrer que ce
sont deux fermés disjoints tels que d{F'1,F'3) = 0.

Exercice 6 : Maximum d'une fonction sur le plan

On considére  f :R% — R définie par  flz,1) = « e~ (#2+¥%) onnote r = \[zZ1y2.

1. Montrer que |f(z,y)| < re—"?, puisque flz,y) — 0 quand r — +oo.
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2. Montrer, par un argument de compacité, que f admet un maximum et un minimum sur [R2.

3. Déterminer ces extrema et les points ou ils sont atteints.

Exercice 7 : Equivalence des normes en dimension finie

1. Soit IV unenormesur R™ .Montrer qu'il existe S >0 telque N < -, en déduire
que IV estcontinue sur {I]?ﬂ,---oo},puis que IN et oo sontéquivalentes.

2. sur R[X], on pose, pour P = Zak Xk, Ni(P) = ; o et

Noo(P) = sup
t

€ [0,1] 140 . Vérifier que IV .5 estunenormeetque N < V7.

3. Justifier sans calcul que V1 et V., sont équivalentes sur [Rﬂ[X] pour tout 1.

4. Calculer Nl({X—ljﬂ) et Nm{{x—l}n}. En déduire que V1 et IV, ne sont pas
équivalentes sur R[X].

Exercice 8 : Continuité uniforme et théoreme de Heine

1. Montrerque £ — vT est uniformément continue sur [0,1] .

2. Soit f: [D,—I—r:o[ — R continue, admettant une limite finie £ en oo . Montrer que [ est
uniformément continue.

3. Soit f:R — R continueet T -périodique ( T" > 0 ). Montrer que J est uniformément
continue.

4. Montrer que 1 — 12 n'est pas uniformément continue sur [ .

Exercice 9 : Sphere unité de C([0,1]) non compacte




onmunit B = C([0,1],R) de la norme o = E&lﬁ 1 pour >1,onpose f,(z)=z".

La figure ci-dessous représente quelques-unes de ces fonctions.

1. Vérifier que chaque fn appartient a la sphere unité de & .
2. Montrer qu'aucune sous-suite de {fﬂ} ne converge dans (B, o] .
3. Caleuler |Fp, = Fog| .

4. En déduire que la sphere unité et la boule unité fermée de E' ne sont pas compactes. Quel
théoreme du cours retrouve-t-on ainsi ?

Exercice 10 : Suite ayant une seule valeur d'adhérence

Soit A un espace métriqgue compact et {:l?n:l une suite de A qui admet une unique valeur
d'adhérence a@.
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1. Montrer que {:t:ﬂ:l converge vers & . On pourra raisonner par I'absurde et extraire une sous-
suite restant hors d'une boule  B(a,e) .

2. Montrer que le résultat tombe en défaut dans [ avec la suite définie par T, = " si 7 est
impairet £, = U si n est pair.

3. Application : soit [ : [D,l] — [D,l] dont le graphe I' = {I:,ﬂ:‘,fl:a:‘:l:l 1T E [D,l]} est fermé
dans [R2.Montrer que [ est continue.

Exercice 11 : Point fixe d'une application contractante au sens large

Soit {K,d} un espace métrique compact non vide et f: K — K telle que

A, (4) < (o) pourtous =4y

1. Montrerque g:x — d{z,f(xz)) est continue et atteint son minimum en un point ¢ .
2. Montrer que f(c) = ¢ etque ¢ estl'unique point fixe de f .
3. Soit € K et z,,1 = f(Tn). Montrerque (z,) convergevers c.

4, Montrer que gin Vérifie I'hypothése sur [D, ] mais n'est pas k& -lipschitzienneavec k < 1.
Que dit la question 3 dans ce cas ?

Exercice 12 : Isométries d'un compact

Soit (K,d) un espace métrique compactet f: K — K uneisométrie: d{f(x),f(y)) = d{z,y)
pour tous ;¥ . On veut montrer que [ est surjective. On suppose par |'absurde qu'il existe
o€ K\ fK).

1. Montrer que f(K ) estcompactetque & = da, f(K))>0.

2. Onpose %gp = G et G, 1 = flan)  Montrer que d{ap, an-l—};:' > & pourtous n =0



et k> 1.
3. Conclure. En déduire que [ est un homéomorphisme de K sur K .

4. Montrer que le résultat tombe en défaut sans compacité, avec = — x+1 sur [0,400[.

Exercice 13 : Parties connexes de R

Dire si chacune des parties suivantes de [K est connexe, en justifiant.

1. Q.
2. [0,]U[23].
3. R\Z.
n
+ {,R : £2 [\leqeq?] 2}-
5. L'image de [ par hiz — ﬁm , que I'on déterminera.

Exercice 14 : Parties connexes par arcs du plan

1. Montrer que le disque fermé E{D,l} de [R< est connexe par arcs.

2. Une partie A est dite étoilée parrapporta a € A si [a,z] C A pourtout = € A.
Montrer qu'une partie étoilée est connexe par arcs.

3. Soit n > 2. Montrer que R" % 10} est connexe par arcs, puis que la spheére unité euclidienne
5 = {z:1x|y = 1} I'est aussi.

4. Montrer que I'hyperbole H = {I::I?,y:l Ty = 1} n'est pas connexe.

5. Soit f unintervalleet ¢ :f — R continue. Montrer que le graphe de ¥ est connexe par
arcs.
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Exercice 15 : Espaces non homéomorphes

Deux espaces métriques sont homéomorphes s'il existe une bijection continue entre eux dont la
réciproque est continue. On utilise la connexité pour distinguer des espaces.

1. Montrer que [ et [R2 ne sont pas homéomorphes. On pourra retirer un point.

2. Montrer que le segment [D,l] etle cercle S = {ESE C: |z| = 1,1} ne sont pas
homéomorphes.

3. Montrer que ]0,1[ et [0,1[ ne sont pas homéomorphes.

Exercice 16 : Fonctions continues a valeurs discretes

1. Soit A une partie connexe d'un espace métrique et f: A — Z continue. Montrer que | est
constante.

2. Soit f:R — R continue telle que f{;p)g — 1 pourtout .Montrerque f est constante.

3. Soit f:R — R continue ne prenant que des valeurs rationnelles. Montrer que | est
constante.

4. Soit T unouvert connexede R™ et f:U — R localement constante : tout point de TF
possede un voisinage sur lequel f est constante. Montrer que f est constante.

I
5. La fonction * —+ m est localement constante sur ¥ et n'est pas constante. Expliquer pourquoi

cela ne contredit pas la question 4.

Soit n > 1.0nmunit M,(R) et M,(C) d'une norme quelconque.



1. Montrer que G L, (R} n'est pas connexe.

2. Soit A, B € GL,(C). Montrerque P(z) = det{{1—z)A + zB) est un polynéme non nul,
quines'annulenien [0 nien 1.

3. Pour s £ R, on pose ’}’S{ﬁ:‘ =t+42si(l-t), ¢ [0,1] . Montrer que deux chemins
Yo et Tgravec s ?é s’ n'ont en commun que leurs extrémités (0 et 1.

4. En déduire que G L,(C) est connexe par arcs.

5. Montrer que (', (R} est compact mais n'est pas connexe.

Exercice 18 : Points fixes et injectivité sur un intervalle

1. Soit £ :[a,b] — [a,b] continue. Montrer que f admet un point fixe.

2. Soit  f:[0,1] = R continue telle que f{0) = f(1) . Montrer qu'il existe ¢ € [0 l] tel que

3
fe+5) =70

3. Soit I unintervalleet f:JI — [E continue et injective. En considérant

A= [l:it’;,y:l cIt:z< y} et @(z,y) = fly) — flx), montrer que f est strictement
monotone.

Exercice 19 : Le sinus du topologue

onpose A = {(r,[\sifrac?]lz): z [\inin?] J0,]]} et S = {0} x [-1,1] dans R2. La figure ci-
dessous représente 4 et 5 .
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1.5

—— A : graphe de sin(1/x)
1.0 - T segmem Oy x =R A
0.5 -
0.0
~0.5-
~1.0-
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. Montrer que .4 est connexe par arcs.
2. Montrerque 4 = AU S .
3. En déduire que A4 est connexe.

4. On suppose qu'il existe un chemin continu ’}f = (7179): [01] = 4 avec ¥(0) = (0,0) et

¥(1) = (1,sin1). Onpose %y = sup [D :y,(t) == [j} Montrer que ¥q{to) = 0,
puis que Ty prend les valeurs 1 et —1 surtout |ntervaIIe Jt0, to + 7).

5. Conclure que A est connexe mais pas connexe par arcs.

Partie A. Soit A un espace métrique compact et (fn:l une suite de fonctions continues de A
dans [ . On suppose que fn < ff.n,+1 pour tout 7t et que {fﬂ} converge simplement vers une
fonction f continue.



1. Onpose 4, = f - fn . Montrer que %, est continue, positive, que {gﬂ} est décroissante et
converge simplement vers (.

2. Soit e>0 et Ay = [II £ ) gn(@l = [Hvararepsilﬂn?]}. Montrer que les K ,, sont
compacts, décroissants, et que leur intersection est vide.

3. En déduire qu'il existe N telque K py = @, puis que l:fﬂ:l converge uniformément vers
f i c'est le théoréme de Dini.

Partie B. On définit une suite de polynémes par Fp = 0 et
1
Put1(@) = Pn(@) + 5(z - Pa)?).

1. Montrer que & — Ppy1(x) = (v& — Pﬂ(:t:“})(l _ %‘w) pour £ = 0,

2. Endéduireque 0 < P,(zr) < vT pourtout x € [0,1] ettout n.
3. Montrer que, pour tout = € [0,1], lasuite (Pn(x)) est croissante et converge vers vz .

4. Conclure que (P, ] converge uniformément vers = sur [0,1] . En déduire que = — || est
limite uniforme de polynémes sur [—1,1].

Soit {K,d} un espace métrique compact et (Ué}é £ J unrecouvrement de KA pardesouverts. On

veut montrer, sans suites, qu'il existe & > 0 tel que toute boule B{x,e), = € K , soit incluse dans
l'undes U5 .

1. Justifier qu'on peut se ramener a un recouvrement fini U'{,...,Up ,avec Up ?‘é K pour tout
& (sinon le résultat est immédiat).

2. On pose $(z) = 1 SE% o Az, K \Uk) wontrer que ¢ est continue et strictement

positive sur A .
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3. Conclure en posant & = I‘I}%_I‘l ¢
4. Déduire de ce résultat une nouvelle démonstration du théoréme de Heine.

5. Exemple: K = [0]1], U] = [[j,%[ et Ug = ]%:1],ouverts de K . Calculer ¢, puis
min ¢

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

Le cours : compacité et connexité, cours de maths en L3

A maitriser avant : Espaces normés et applications linéaires continues

Chapitre précédent : Espaces normés et applications linéaires continues

Chapitre suivant : Complétude, espaces de Banach et point fixe

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre
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