Corrigés des exercices de maths sup

Calcul matriciel

Corrigé de I'exercice 1 : Produits de matrices et non-
commutativité

1. Lamatrice A estdeformat 2x 3 et B deformat 3 x 2.Donc APE existe et estde
format 2 x 2 ,tandisque B.A existe et est de format 3 x 3 . Ligne par colonne, on obtient
d'abord {AB} 1= 2x140x {—1}—|—{—1}>< 4 = —2 et ':AB)H =440-1=3
. Ensuite, ':ABBM =1-3+4+4=2¢t I:AB:'QQ = 24+0+1=23 pPour BA ,chaque
ligne de B4 est une combinaison des lignes de A :laligne 1 vaut

1x (2,0, - +2x(1,3,1) = (4,6,1),laligne2vaut —(2,0,-1) = (-2,0,1}, etla
igne 3vaut 4(2,0,-0) + (1,3,1) = (9,3, -3) . Ainsi AB = ([\aay?] ;357 ) et

2% 3
4 6 1
BA=|"? .
]
5 3 -3-3

2.0na BX = (142,-1+40,44+1)T = (3,-1,5)7 . puis
ABX) = (6+0-53-3+57 = (1,57 . Dautre part,
(AB)X = (-243,2+ B}T = (1, E}T . Les deux résultats coincident : c'est
l'associativité A(BX) = (AB)X .

3. On calcule DE:(1+1 D‘H):( 2481

0+1 0+1 [\ray?] 181 ,}) . De méme,

ED = (["'-,Il'a,j.i"?] } g % ,}) .Donc DF ?‘3 ETI} : méme entre matrices carrées de

méme taille, le produit n'est pas commutatif.

Point de méthode : pour un produit B A , calculer chaque ligne comme combinaison des lignes de
A évite beaucoup d'erreurs de placement.
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Corrigé de I'exercice 2 : Produits de matrices élémentaires

1. Le coefficient d'indice (1, ) de £35 vaut d,;4¢5 . Par définition du produit, on a donc

n n
(BijBr). = D> 0ri0tj61305 = 6pi851 »_ t84k = 64k 0304y,
=1 =1

En effet, la derniére somme vaut 1 si § = & et 0 sinon. Or d&,.,8.; estle coefficient
(r,5) de E;.ponc By By = 658,

2. On applique larégle : El{gFlny = dqnFli3 = F3.Ensuite, Eq3Fqiq = d31Fq = 0.
De plus, E%E = 891 F1y = 0.Enfin, EqiF1y = §11E9y = Eogy .Bilan: Ejy3, 0,
0 et Eoqg,

3. Parbilinéarité, N2 = Efy + E19Eq3 + Eq3F1g+ Big = 0+ E134+0+0 = Fy3
Puis N3 = BliqBl{n + Blyqbiqgqa = 0, car 3% 1 et 3?“: 2. Ainsi

010 00 1
N=[00 1], N2=[00 0]et y3=o0.
000 000

4, Comme Ki9Faq3 = F13 ?é 0 = Eq3F15,les matrices F{7 et F'n3 ne commutent
pas. Par ailleurs, £/{7 est non nulle et vérifie E%E = 0.

Corrigé de I'exercice 3 : Transposée d'un produit

1. Leslignesde A sont £1 = (1,2,0) et €5 = (1,1, 3). Le coefficient (¢,7) de A4 AT
est le produit « ligne par ligne » de £, et t‘fj. Ontrouve 144 = 5, puis
-14+240=1,puis 1+1+9 =11.Deméme, 4T 4 combine les colonnes

€1 = {1! _1:'. Cog = ':2! 1:': Cq = I:D, 3) Onobtient AAT = ([”'.Ha,a,jr?] 56&1 ) et

1&11
% 1 -3
AT A = . 3 : ces deux matrices sont symétriques.
-3 3 3

. ™ . _ _
2. Pourtous z et 7,ona (':MN:' )z'j - ':MN:';.{?& - Z};: mj;-;n};g' . D'autre part,

(NTMT:'@' = ; (NT}ﬁ:k(MT:'kj = ; "5 jk . Les deux sommes sont égales,



donc (MN)T — NTmT .

3. D'apres la question précédente, {MMT:]T — (MT:ITMT — MMT . De méme,
{MTM}T = MT{MT)T — M T M . Ces deux matrices carrées sont donc
symétriques.

n n
T = Ty — 2
4, Ona (M M}jj = Zl {M :'ﬁmizj = z:lmﬁ'j.& MT Ar = 0, chacune de ces
1= T =
sommes de carrés réels est nulle. Par conséquent, tous les ™35 sont nuls. Donc

MTAT = 0 = M = 0 pour une matrice réelle.

Point de méthode : le dernier argument utilise la positivité des carrés réels. Il tombe en défaut sur
par exemple avec la colonne Af —= {1! i)T, pour laquelle MTAF =1 + -

Corrigé de I'exercice 4 : Systeme de Cramer par le pivot de
Gauss

1. Le systeme s'écrit 4 X = B avec

11 2
A=(2% |
101 4y

P

I
P
M Nt
S~

Ny

I

] A P

2. Le pivot est le coefficient 1 de « dans L7j.D'abord, Lg ¢ Ln —2L7 donne
y — 3z = —4  Ensuite, L3 ¢ L3+ Ly donne 2y + 6z = 4. Enfin,
Ly + L3 — 2Ly donne 12z = 12.Le systeme échelonnéest = + vy + 2z = 3,
y—3dz = -4, 12z =12.

3. Onremonte: z = 1,puis ¥ = —4 43z = -1, puis

r=3—-—y—2z=34+1-2 =2 Vérification: 2—-1+2=3, 4-3+1 =2 et
—2—1+4+4 = 1.L'unique solutionest (z, vy, z) = (2, -1, 1).
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compatibilité
1 -1 21

1. Ona AX = Bavec 4 = ? -2 5 , _X:{;[:Jyjzjt:lrret
33 -3 7 5

B = {2] T Q)T .La matrice 1 estde format 3 x 4.

2. Pour le systtme homogéne, Ly ¢+ Lnp — 2Ly donne 2z + 2t = 0,et Ly + L3 —-3IL4
donne aussi z + 2t = 0. Ensuite, L3 +— L3 — L donne 0 = 0. Il reste donc
z = —2tet r =y —2z —1t =y -+ 3t.Lesinconnues secondaires sont ¥ et t.Les
solutions homogenes sont les y(1,1,0,0) + #(3,0, —-2,1), avec %, € R.

3. Les mémes opérations sur le systéme complet donnent z 4+ 2f = 7 —4 = 3, puis
z+2t=9—-6=3,etenfin 0 =0.Avec ¥ =t = 0,ontrouve z = 3 et
£ =2-6= —4.0nvérifieque (—4,0,3,0) satisfait les trois équations : —4 +6 = 2,
—8 415 =7 et =124 21 = 9. D'aprés le théoreme de structure, les solutions sont les
{—-’-l, 0, 3, D:I + y{l, 1,0, [:l:l + t{B, 0, =2, l:l ,avec Y, t €R.

4. Avec un second membre (a, b, ), les opérations donnent z + 2t = b — 2a et
z + 2t = ¢ — 3a . La derniére opération produit alors
0=c—-3a—-(b-2a)=c—a—-0.5 ¢ ?é a + b, le systéme est incompatible. Sinon, on
résout comme ci-dessus. Le systéme est compatible si et seulementsi ¢ = a 4+ & .0n
retrouve que Lz = Li 4 Lg dansla matrice A4 .

Corrigé de I'exercice 6 : Systeme linéaire a parametre

1. Ongarde L3 comme ligne de pivot, puisque le coefficient de & vaut 1 .D'abord,
Ly ¢ Ly — Ly donne vy + (A — 1)z = 1.Ensuite, L3 +— L3 — L7 donne
3y + {}12 — 1)z = 4 .Enfin, L3 + L3 —3Lg donne {}lg —3A 42z =1.0r
M_o3a42= (A —1)(A — 2) . Le systeme échelonnéest = +y +z =1,
y+A-Dz=1, A-1Ax-2)z=1.

2. Si A ¢ {1, 2} , le troisieme pivot est non nul. Donc  z = o 1)1(}\ =3 Ensuite,

1 A—3 ,
y:l—{}l—]_:]z:]_—}\_gz}\_gEnﬁn,




A-D)rx-=-2)—(A=-3)(Ar-1)-1 A—1)—1
p=1-y-z=02 (A)—l)((/\—Q))( : =(A(—1)()A—2)=A1—1

Par exemple, pour % = 0,ontrouve (—1,3/2,1/2), quivérifiebien —1+3 = 2 et
146 = 5.Pour A ?é 1, 2, l'unique solution est (}\ l_ T’ i — 3! = 1)1(}\ — 2)).

.Si A =1 ou A = 2, laderniereligne devient ] = 1. Le systéeme n'a alors aucune
solution. Remarquons qu'il n'a jamais une infinité de solutions avec ce second membre.

. Pour X =1 etlesecond membre (1,2, 4),lesopérationsdonnent ¥ = 1,puis 3y = 3,
puis 0 =0.lreste ©+z=1—vy =0 . Enposant z = t,onobtient & = —t .Les
solutions sontles (—%,1,t), t € R : une droite de solutions. Ainsi, pour une méme
matrice non inversible, le second membre décide entre « aucune solution » et « une infinité ».

Corrigé de I'exercice 7 : Cercle passant par trois points

. Un point (J?D, y,j} est sur le cercle si 1?% + y% +azry + by,j +c =0 Avec A4,on

obtient ¢ = (0 .Avec B ,onobtient 16 +4a 4+ ¢ = 0.Avec (', on obtient
94+4943a4+34+c=0.Lesystemeest 4a +c = —16, 3a +3b4+¢c = —18,
o= I:I .

. Onprend Lj:4a 4+ c = —16 comme ligne de pivot. L'opération Ly +— 4L5 — 3L1 donne

126+ ¢ = =72 + 48 = —24 . Le systéme est alors échelonné, avec Lz:c = U .En
remontant, ¢ = 0, puis b = —2,puis a = —4 .Donc (g, b,c) = (-4, 2,0}, etle
cercle a pour équation 12+ y2 —4x —2y = 0.

. On compléte les carrés : 12 — 4x + y2 — 2y = (r — 2}2 — 4+ (y - 1}2 — 1. L'équation
devientdonc (z —2)2 + (y —1)? = 5. Le centre est (2(2;1) et le rayon vaut . Pour

D ,oncalcule 14+9—-4 -6 = 0.Le point I} est donc sur le cercle. La figure ci-
dessous montre ce cercle et les trois points de départ.
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4, Pour 4, B, F ,6leséquationssont ¢ =0, 16 +4a+c=0et 4+4+2a+c =0.
Les deux premieres donnent g = —4 , et la troisieme donne a = —2. Le systéme est donc
incompatible. Aucun cercle ne passe par 4, £ et F'.En effet, ces trois points sont
alignés sur I'axe des abscisses, et une droite coupe un cercle en au plus deux points.

Corrigé de I'exercice 8 : Opérations élémentaires et matrices

de transvection

1
1. Ona TE]_(—"—]::I = IB — 4E21 = (—4

lan Rl o
=

) . Multiplier a gauche par cette matrice



1 2 3
remplace la ligne 2 par Ly —4Lq . Ainsi Tq1(—4)A = ( 0 - —5) : c'est I'opération
T 8 10
Lo+ Lo —4L4.

. L'opération L3 «— L3 —7Lj donnelaligne (0, —6, =11} . Puis L3 ¢ L3 —2Lg donne
(0, —6 + 6, =11 +12) = (0, 0, 1). Ces opérations correspondenta T'31(—7) et T'33(—2).

1 2 3
Onobtient 7 = | O -5,

. Dabord, T'31(—=7)Ty1(—4) = I3 — 4Eq —TE3; +28F3FEq;, et E31Hy = 0 car
1 ?é 2 . Ensuite, on multiplie a gauche par {3 — 2F35 . Les produits utiles sont
ElanFBny = Fa1 et EayB31 = 0. Donc

G =1I3—4Eq —7TE3 —2Es30+8Es3) = I3 —4Eq; + Eg — 2E30.

1 0 0
Ainsi G = _!4 0 . Vérifions la derniére ligne de (A :
1 -2 11

L1 —209g4+ L3 ={1-8472-1048,3-12410) = (0,0,1). La deuxiéme ligne
vaut (0, —3,—6).Onabien GA = U .

. Oncalcule (I3 +4Fq)(I3+TEq) = I3+ 4FEq9] + 7Eq;1, puisque Eq1F31 = 0.
Puis on multiplie a droite par {3 + 2F4q9q.0r EoiFaqy = 0et Fqifgy = 0,car 1 f,é 3.

1 00
Donc L = I3+ 4Fq +TEq3 +2F3; = (% 12 ?).Parailleurs,

G = Toy(-4) T (-7) T Tap(-2) ! = T (@) T3 (7)T3a(2) = L, car
l'inverse d'un produit renverse l'ordre. Enfin, &G4 = [J7 donne A = LILT . Vérification:la
ligne 3de LIJ vaut ?{1, 2, 3} + E{D, —3, —6} + (D, 0, 1} = (’F, 8, 1[]) .

. Lamatrice IJ est triangulaire, de diagonale {1, —3, 1} sans zero : elle est donc inversible. De
plus, £ estinversible, comme produit de transvections. Par conséquent, 4 — L{J est
inversible, comme produit de deux matrices inversibles.

TRt
—

. Multiplier a droite par F'13 agit sur les colonnes. On obtient A4 P35 = : c'est

—
o
o0 W b

I'échange des colonnes 1 et 3.

Corrigé de I'exercice 9 : Inverse par opérations élémentaires
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1. Onpartdutableau (A |I3).Dabord, Ly + Ly — 2L et L3 + L3 —4L7 donnent

1 0 211 00
0O -1 —-1|-2 1 0
o 1 01—-4 0 1

Ensuite, L3 ¢ L3z + Ly donnelaligne (0,0, —1|—86,1,1}. On a trois pivots non nuls, donc
A estinversible. On normalise : L3 <— —L3 donne (0,0,1|6, —1, -1}, et
Ly ¢ —Lg donne (0,1,1]2, —1,0). Puis Ly ¢ Ly — L3z donne (0,1,0]—4,0,1).
-1 2 2
Enfin, L7 ¢ L1 —2L3 donne (1,0,0]-11,2,2) . Donc A1 = (—4 , 1 ) :
&6 -1 -1

2. Oncalcule A4 A—1.Laligneldonne (—11+412,2—-22—2) = (1,0,0}. La ligne 2 donne
(—22 +4 +18,4-3,4—1-3) = (0,1,0). Laligne 3 donne
(—44 —4+48,8-8,8+1-8) = (0,0,1).Onabien AA—1l = I5.

3. Lesysteme s'écrit AX = (1,0, E}T.Comme A estinversible,

X =A-11,0,2)7 = (11 +4,-4 42,6 - 2)T . vérification: —7 +8 =1,
~144+2412=0e —-28-2+432 = 2.Lasolutionest (r,v,z) = (-7 -24).

Corrigé de I'exercice 10 : Inverse par résolution de AX =Y

1. Le systemes'écrit £ +% = a, x4+ = b, ¥ + & = ¢ .En additionnant,
2(x +y 4+ 2) = a + b + ¢ . On en déduit d'abord

—a+b+c a—b+4c

;3::|:$—|—y—|—z:|—{1:—|—y:|:T.Deméme, Y = G et
r = atb—c . Le systeme a une unique solution pour tout ¥, donc A estinversible. On
1 1 -1
lit A—1 = %( 11 . % ).Vériﬁcation sur la premiére lignede 4 A—1 :

F14+1,1-1,-1+1) = (1,0,0).

2. lesysttme £ 4+ Ay =a, Az + vy = b donne,par Ly + Ly — A Ly, 'équation

(1-2%y =b—Xa.sSi }"l?é £ 1, onobtient y = bl:);\za
= C{:—i‘; .Si A =1, lacolonne {1, —1}T est une solution non nulle de
Bi{X =0.si X = —1,lacolonne (1, 1}T convient pour B_1.Ainsi B est

1 ( 1 Eambda})
1 — }‘.2 1 1 .

, puis

T =a-—-Ay

inversible si et seulementsi A ?é + 1, etalors B;l =



3. Lesysttme X = Oseréduita = 42y 43z =0 et x4+ 2z = 0,carlaligne2estle
double de laligne 1. Donc & = —z ,puis 2y = —3z 4+ z = —2z,soit ¥ = —Z | La
colonne X = (1,1, —1}T vérifie X = [0.Si (' étaitinversible, on aurait

X = ¢~ 1ox = 0. cequiestfaux. Donc ' n'est pas inversible.

Corrigé de I'exercice 11 : Matrices triangulaires inversibles

1. Soient A et B triangulaires supérieures. On a {AB:'éj = Zk:aé};bkﬂ'. or a; =0 s

k<iet bgg =0 si k> 7.Untermenonnulexigedonc 2 < k < 7.Si 2> 7 ,ilny
enaaucun.Si & = j ,seulleterme k — 4 subsiste. Ainsi A B est triangulaire
supérieure et (AB).. = a b,

2. Lamatrice T est triangulaire, de diagonale (1,2, —1) sans zéro : elle est inversible. Résolvons
TX =Y avec ¥ = {a, b, .::}T . La derniére ligne donne <3 = —¢ | La deuxieme donne
2rg = b — drg = b+ 4c, soit Ty = % + 2¢ . La premiére donne

1 =1 =5
£] = a— 2Ty + Tg = a—b—4c—c=a—-b—5c.ponc T—1 = ([j 1 23),

0o o -1
triangulaire supérieure de diagonale (1,1/2, —1}, comme prévu. Vérification de la premiére ligne

de mp—1: (1,141, -5+4+1) = (1,0,0).

3.1ci tny = U.Oncherche X avec 3 = 0 et Z5 = 1. Lleslignes2 et3 donnent
g =0 et Tzg = 0 :elles sont vérifiées. La ligne 1 donne 224 +1 = 0, donc
£y = —1/2 . En multipliant par 2, la colonne X = (-1, 2, D}T vérifie UX = 0 :
eneffet, —2+2—-0=10.

4. Soit k le plus petit indice tel que tgr = 0 .Oncherche X avec T = 1 et $j' =0
pour § >k .Pour %>k, laligne 3 de TX ne faitintervenir que les ‘fj avec
7 = 1>k :elleestnulle. Laligne k vaut TkpTp = 0. Ensuite, pour z = k —1,...,1,
on résout successivement %% _E. Sk 'y 5 e qui est possible car  t;; 5 0 par
minimalité de j . On obtient ainsi X ?é D_avec TX = 0.Donc 7T n'estpas inversible,
carsinon ¥ = 7—lpxy — Q.

Point de méthode : I'exemple de la question 3 est exactement I'algorithme de la question 4, avec
b= 2.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 12 : Symétriques et antisymétriques

1. Analyse:si M = § + A ,alors M1 = §7 + AT — § _ A .Enadditionnant et en

soustrayant, = %(M + MT} et A = %{M — MT:] . D'ou l'unicité. Syntheése : ces
deux matrices conviennent, car (%{M + MT))T = %(MT + M),
(%(M — MT})T = —%{M — M7, etleur somme vaut M . La décomposition existe
et est unique.
2 5 -1 4 4 32
2.0na MT =|=10 7 |.ponc M+MT:(4 0 S)et
3 1 4 2 8 8
0 -6 4 2 21 o -3 2
M-MT =6 , —6|.Ansi S=[20 4)et A=|3 , -3
-4 6 0 1 4 4 -2 3 0
On vérifieque &5 4+ A4 = M .
3.Si AT — _A,alors %;; = —%.- donc Zflﬁ' = O et Q.. = 0. De plus,

(AQ}T — {AT}E — {—A}g — A2, La diagonale d'une antisymétrique est nulle, et
son carré est symétrique.

4. Ona {S,S"}T = 5/ TgT — /5 Donc g/ estsymétrique si et seulement si
gg! — g/g. Parexemple, § = Ej1 et §' = E{y + E51 sont symétriques. Cependant,
55 = F11E1y + E{1Eq] = Eqq n'est pas symétrique. Le produit de deux
symétriques est symétrique exactement quand elles commutent.

Corrigé de I'exercice 13 : Commutant d'une matrice diagonale

1. Comme dyx = O pour k # 4,o0na (DM),; = ;dékmkﬁ = ™My De méme,
(MD:'@' = mﬁjdj. Multiplier par I a gauche multiplie les lignes parles d; ; a

droite, cela multiplie les colonnes par les .

2. D'aprés la question 1, DM = A équivaut a (d; - d;j:‘mﬁj = 0 pourtous %, 7.Si
@'?é j,ona d; ?é dy, donc M, = O En revanche, pour % = 4 , aucune condition
n'apparait. Donc A4 commute avec I} siet seulementsi Af est diagonale.

3.1ci dy =dg =1et dg = 2.La condition (d; - Gﬁ_g':lmﬁ-j = 0 impose M = 0



exactement quand I'un des indices vaut 3 et I'autre non. Les matrices qui commutent avec

a b 0
A sontles | ¢ d 0 |,avec a,b,c,d e ckK.
00 e

4. Le produit de matrices diagonales se fait terme & terme, donc A" = diag(1,1,2"™). On veut
Oty + JBm =1et a,, + Eﬁm = Em.Parsoustraction, ,Bm — 2" _ 1, puis
oy = 22" .Ainsi AT = (2 -2 13+ (2™ —1)A .Pour m = 0, on retrouve
bien f3.

Corrigé de I'exercice 14 : Puissance d'une matrice triangulaire
par le bindome

1.ona N = A+ I3 =12F3+3E93.0onc N2 = 6F17Eq93 = 6F3, les autres
0 2 0
produits étant nuls. Puis N3 = 6FE3(2E1q + 3Eq3) = 0. Ainsi IV = (8 % g),
N2 = 6F3 et N3 =0.

2. Lamatrice —J{3 commute avec toute matrice, en particulier avec NV . La formule du binéme
s'applique donca (—73+ N}m .

3. Comme Nk — g pour k& > 3, ilvient

A™ = (_1)m I+ m(—l)m_lN + ('n% )(_1)m—2N2 — (—1)m([3 —mN + (n% )NQ).

Pour m € {0, 1}, cette formule reste juste car (ﬂ;’ ) = 0.0r 6(1”21) = 3m{m-1) . Donc

mf 1 —2m 3mm-1)
AT = (-1 o : —3m pour tout m € N .
0 &0 1

4. Directement, laligne 1de 42 vaut —1x (-1,2,0)4+2x (0,-1,3) = (1,—4,6) . La
ligne 2 vaut —(0, —1,3) + 3(0,0, -1) = (0,1, —6) . La ligne 3 vaut (0, 0, 1}. La formule
donne, pour m = 2, les coefficients —4 , © et —G . Les deux calculs concordent.
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corriaé de I ice 15 : PUi e 21 + ] eti

1. Chaque coefficientde j2vaut 1+1+1 = 3,donc j2 — 3.7 .Parrécurrence, si
Jk — 3k—17,alors jk+1 — 35—172 — 3k7 . Ainsi jk — 35—17 pourtout k& > 1

2.0na M = 2f9 4 J, et ces deux matrices commutent. Par la formule du bindme,

MP =2P14 4 i (B)227ksk1r = 2715 + }( zp: (5)227Fak — 2P )
k=1 k=0

J formule qui reste vraie

Lasommevaut (2 4+ 3)* = 5P .Donc pgP — 27714 45 5P —
pour p =0,

3. Pour p = 2, laformule donne M2:413—|—’FJ.Or
TM—IDIB_MIB—I—’FJ—IDIB_413—|—’U Donc M2 = TM — 1013, c'est-a-dire

M(7I3— M) = 10I3.Ainsi Mx410{713—M} — I3, etuninverse d'un cté suffit.
1

M estinversibleet Af—1 = L( —% 41 —4]_1) Vérification: 3x 4 —1—-1 =10 et
-34+4-1=0.
4. Pour p = —1,laformule donne %IB + MJ — "IB — DJ Ses coefficients

diagonaux valent % — 11—[] = % , et les autres —11—0 . C'est exactement p7—1 : la formule

reste vraie pour p = —1.

Corrigé de I'exercice 16 : Diviseurs de zéro et nilpotents

1. Prenons A = Ey1 et B = FEq1. Larégle des matrices élémentaires donne
AB = Fq1Eq; = §19F11 = 0 .Enrevanche,
BA = Eq By = §11Fy = By ?é 0 .Le couple {F11, Fig1) convient.

2. Supposons A inversible avec A B = (. En multipliant & gauche par 4 —1, on obtient
B=A"148 = A4—1g = 0. Celacontredit B ?é 0.Donc A n'est pas inversible.

2&2

9 _
3. Ontrouve A4 = ([Rra}f 2 290

}) = 24 .Ainsi A{A —2Iq) = 0, avec



A—0Iy = ([xa,ry?] e ) £ 0. Lamatrice B = ([Harjr?] i }1) vérifie

AB = 0, cequ'un calcul direct confirme.

4. 0na IN = El9 + 2E13 4+ 3E4q3 . Le seul produit non nul dans 2 est
F19x 3Bg3 = 3E13.Puis N3 = 3E{3N = 0,car F13 ne se combine qu'avec
HEg3;.Comme N3 =g,ona {(I3—-N)(I3+ N 4+ N%) = F3 - N3 = I'3.Donc
1 15
N2 =3F3, N3 =g0,et I:IB—N:I_I = IB—|—I"\~T—|—I"|.T2 = (8 %j ?)
Vérification sur la ligne 1: (1, —1, —2) contre les colonnes donne

(1,1-1,5-3-2) = (1,0,0).

Corrigé de I'exercice 17 : Matrices nilpotentes de taille 2

1. Oncalcule M2 = (g2 4 be ab+bd ca + dc cb + d? ) . Ensuite,
I:a,b_|_ d)M = (a2 4+ ad ab +bd ac +dc ad + d%2 ). La différence vaut
c—a, 0
(%0 s, 2,4) = —lad—bdIy . ponc M2 (@ +d)M + ad — b)I5 = 0.
2. Supposons ad — be ?é 0. La relation s'écrit M ((a + d)Iq — M) = (ad — bc)Iq , donc
M est inversible. Or une matrice nilpotente n'est jamais inversible, puisque pgY — [ le serait
aussi. C'est absurde, donc ad — be = 0O . La relation devient alors M2 = (@ + d)M . Par
récurrence, si Mk = (3 + cj}k_lM yalors ME+L = (o 4 f;j}k_lME =@+ cj]kM.
Ainsi ad —bc =0 et MF¥ = (@ +d)* 1M pourtout & > 1.

3. Soit A nilpotente et nonnulle, avec A% = g et g 2 2.Alors (g + .:j}'i‘_lM =0,
donc (.5;, + .:qu_l = 0,s0it a+d=0.S M = 0, lesdeux conditions sont évidentes.
Réciproquement,si a +d = 0 et ad — hc = 0, la question 1 donne directement

M2 — (0.Donc AT estnilpotente si et seulementsi o +d =0 et gd —bc =0,
etdanscecas jJ7i — ().

4, Pour W,ona a+d=2-2=0et ad—bc=-4+4=0.Donc N2 =1.
Comme Jf5 et IN commutent, le bindme donne {IE+N}m — Iq + mIV . Ainsi

m 14 2m &
(IQ+N:' _(—m—m l—ﬁm)'

Point de méthode : une relation polynomiale M2 = o M -+ 5 I'y permet de tester I'inversibilité et
de réduire toutes les puissances.
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Corrigé de I'exercice 18 : Chemins dans un graphe orienté

1. En lisant les fleches ligne par ligne, on obtient

A =

OO0
OO

O
OFOO

0

2. Pour % = 1,unchemin de longueur 1 est une fleche : c'est la définition de 4. . Supposons la
propriété vraie aurang k. Un chemin de longueur k& 4+ 1 de 7 vers 7 se décompose de
facon unique en un chemin de longueur j de 3z versunsommet |, suivid'une fleche de |

. k — E+1y ..
vers 1. Leur nombre vaut donc ; {A :'r,._:gafj - (A :I'E_? . La propriété est héréditaire,

donc vraie pour tout & > 1.

3. Laligne 3 de A2 estlasommedeslignes | de A pourlesfleches 3 — [ .Par exemple,
laligne 1 vaut ligne 2 +ligne 3 = (1,0,1,1) . De méme, on multiplie 42 par A .

0 1 1 2 1 1
0 0 2 1

2 1 0 2
0 0 ,

!

A? = A3 =

]

OO
—O ==
——O
OO
'—'.

0

Ce sont les deux matrices demandées. Par exemple, la ligne 3de 43 vaut
2 xligne 2 +ligne 3 de A4 ,soit (1,0,2,1).

4. On lit {AB}IE — 2. Les prédécesseurs de 2 sont 1 et 4, et le seul prédécesseur de 4 est 3, tout
comme celui de 1. Les deux cheminssontdonc 1 —-4 3 —4 4 —+ 2et 1 -3 -1 — 2.la
figure ci-dessous les met en évidence. De plus, I:AB}BB = Z:cesont 3 =1 — 2 — 3 et

33— 4 = 2 —= 3 .llya2chemins de longueur 3 de 1 vers 2, et 2 circuits de longueur
3 issus de 3.



@

©

O,

Ve
\-a

i
O—O ®

cheminl1-3-54-52 cheminl-3-1-2

©

5. Le nombre total est la somme des coefficientsde A2 : 3 +2+3+1 = 9. Le graphe
posséde 9 chemins de longueur 2.

Corrigé de l'exercice 19 : Suites récurrentes couplées

1. Larelation s'écrit X pn4+1 = AX, avec A = ([Haa;r?] aiig’:gi { ) . Par une récurrence

immédiate, X, = A" X pourtout n € N.

2.0na N = ([\arjr?] 1—‘1&81’: 14 ) .Le calcul donne W2 = (_11__|_11 _11 tI—Jl) . Donc

NZ2=0.

3. Comme 219 et IV commutentetque N2 — [, le bindme donne

n i) . . mn 1 n + .

A" =215+ n2" 1N Ainsi A" = 9n— ; ﬂ , formule valable aussi pour
-n 2-n

n = 10.

4. Avec X = (1, D}T, X', est la premiere colonnede 4™ .Donc u, = (n + 2}2”_1 et

v, = —n2”~1.Pour n = 2,larécurrencedonne Uy = 3, vy = —1, puis
Uy =9 —-1=8¢et vy =—-3-1= —4 Laformuledonne 4x 2 = 8§ et
—2 x 2 = —4 . Enfin, la figure ci-dessous montre que unjﬁﬂ et *un/ﬁn sont alignés sur

des droites : la partie nilpotente produit la croissance linéaire en 7.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

61 @ u,/2" (récurrence) .,,--‘.

B v,/2" (récurrence) -
4] --= droite 1+n/2 e nd

---- droite —n/2 -

"".—
-&
2 P o
-"—-.-.*—

.ﬂ

0 —8=—
.
.
~m__
—21 -
-
|-
B
—4- m
—
A
0 2 4 6 8 10
n

Corrigé de I'exercice 20 : Matrices de rotation du plan

1. Ennotant C€q = COS&X et 5, = sino, on calcule

CaCg—5aS3 —CasSg—5aCs
R(a)R(8) = (Soa CgtCasSg —Sq sP+ ¢q “p )

Les formules d'addition donnent cos(ee + 3) et sin{er + ). Donc
R{o)R(p) = R{x + 5).Comme o+ = S + o, on a aussi
R{o)R(f) = R(B)R(x) : deux rotations commutent.

2. Parrécurrence, R(#)™1T! = R(m8)R(@) = R(m +1)§).donc R@)” = R(md).
Ensuite, R(#)R(—8) = R({0) = Iy, et de méme dans I'autre sens. Enfin,

R(-8) = (-Ei%sﬁ.ﬂ gg;g ) , qui est la transposée de  Fi(f) . Ainsi

R~ = R(-8) = RE)T .

3.0na A= 2(1/2 — /\%/2 &1/2) = 2R(m/3).Comme 215 commute avec tout,

A™ = 2™ R(mm /3) . En particulier, A® = 64R(2m) = 64T . Ensuite,



2026 = 6 x 337 +4,donc R(20267/3) = R(4w/3). Ainsi A® = 641, et

12 3
2026 — 2026
AT =2 (—J?/Z —1/2)'

4. Ona R{?T,/B:lkﬁl = R(kn[3)e; = (cos(kw/3), sin(k/3))T . Ces points sont sur le
cercle unité, espacés d'un angle ’rr/'3 . Ce sont les six sommets d'un hexagone régulier, et
H{W/S}E'El = e, comme le montre la figure suivante.

1 1 Rzel RE‘]_
0 - 2 >
€1 = RGE‘l
-1 - R4E1 RSE]_
-1 0 1

Corrigé de I'exercice 21 : Centre de l'anneau des matrices

carrées
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0 &
,}) .Ona ME; = ([Hraj.r?] 0& S ,}) et
.} . L'égalité impose ¢ = 0 et a = d.De méme,

H et Eog M = ([Rra@r?] 2 ‘Eig ,}) , ce quiimpose & = 0

et @ = d .Les matrices qui commutent avec F'{7 sont les ([l"-,ll'aj.i"?] g ﬁf 2 ,}) ; celles

qui commutent aussi avec 51 sontles alfg.

2. Par bilinéarité et par la regle des matrices élémentaires,

i i
AE;j = ; apbrbij = kZI ay;Erj, EijA = ; G EigEr = ZZ:l a B

Autrement dit, A E;; place la colonne ; de A encolonne 7,et £;;4 placela
ligne 7 de A enligne ;.

3. Supposons que .4 commute avec toutes les matrices, en particulier avec chaque Ez’j .On
compare les coefficients des deux expressions. En position (k, 7) avec & ?é 1, seul le membre
de gauche intervient: @5 = O Enposition (z, 7) , onobtient %33 = %5, Comme 4 et

_*;r' sont quelconques, les coefficients hors diagonale sont nuls et les coefficients diagonaux sont
égaux. Réciproquement, A I,, commute avec toute matrice. Le centre de M, (K) est formé
des matrices scalaires A I,;.

4. Pour % ?é 7.ona By = (I, + Egj:l —I,,00 L5+ By estune transvection, donc
inversible. De plus, Fy; = D;(2) — I, , 0t D;(2) estune dilatation inversible. Soit A
commutant avec toute matrice inversible. Par bilinéarité, A commute avec chaque £¢5 , donc

avec toute matrice. Les matrices qui commutent avec tout GL,(K) sont donc encore les
AT,

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : la matrice de Pascal

1. Avec p.. = ‘. , on trouve
Y 3

F =

ot et et
] ) el

—_C0O
LWoOoOOD



Elle est triangulaire inférieure, de diagonale formée de 1, donc inversible.

. Lesysttme PX =¥ sécrit Lo = Yg, TgT T = Y, Tg+20;+Tg =Y, et
T+ 32y + 329+ T9 = Y, . 0Onlerésout de haut en bas. D'abord, L1 = ¥ ~ ¥g.
Ensuite, To = ¥ — ¥y — 2(¥; —¥y) = ¥y — 21 + ¥q . Enfin,
Tq = Y3~ %y~ 3(:"-,"1 - y[j} - 3':3"[] -2y + yg:' = =Yy +3¥; —3¥; + Y5 . Donc

1 0 0 0 '
S [:: , qui semble avoir pour coefficients {_1}2_:}(2‘) |
-1 33 -3 1

. Lamatrice IV est triangulaire inférieure stricte, de lignes (0, 0,0,0), (1,0,0,0},
(1,2,0,0) et (1,3,3,0).Laligne 5 de jv2 est Z};: Mk < (ligne k de V) . Ainsi, la
ligne2de N2 vaut 2x (1,0,0,0), etlaligne 3 vaut
3(1,0,0,0) +3(1,2,0,0) = (6,6,0,0). De méme, 3 n'a qu'un coefficient non nul,
(NE)BU = 6 .Enfin, W% = 0.

0000
Ni=[9 8 88 | N =6Eg Nt=0
66 , 00

Comme N4 =0,0na (Ja+N)(Ta-N+NZ2-_N3)=T14+N*=14.
Calculons les coefficients sous la diagonale :  (1,0): =1 ; (2,0): -1+2=1; (2,1):-2;

(3,0):-146-6=-1; (3,1): =346 =3; (3,2): —3.0n retrouve exactement
la matrice pP—1 de la question 2.

. Laligne ¢ de P2 est Z (1) x (ligne k de P)  on obtient les lignes (1,0, 0,0),
k
(2,1,0,0), (4,4,1,0) et (8,12,6,1). Par exemple, la ligne 3 vaut
_ —1(3) _
(1,0,0,0+3(1,1,0,0 +3(1,2,1,0) + (1,3,3,1) = (8,12,6,1) .or 23-1(3) = 12

et 23—2(32) = 6. Les coefficients de P2 sont bien les Zﬁ_j(ﬁj) .

. Pour 3 < k& < %, on écrit les factorielles :

((5) = i sy = i ot = (e G rignmn)

Pour % = §,onen déduit, en posant m = k — 7 etavec la formule du bindme,

= 30 = )Z: Nerr)(H =) = 209(4),

k=7

Pour % < 7, le coefficient est nul, car P2 est triangulaire inférieure. Soit maintenant &' de
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coefficients gy, = (—l}k_j(i-) . Le méme calcul donne, pour = > 7,

Sy 23 . _ o
(PQ),, = (Ej)mzzj[j{_l)mﬁﬁt?]{ﬁ v — ) = (E)(l —1)*77 . Ce nombre vaut 1 si
1 = 7 et 0 sinon.Donc P& = In41,etuninverse d'un coté suffit pour une matrice
carrée. Ainsi P~ = ({_1}2:_;'(2))0 <ij<mniet Pi= (21:_;'(%}_)) :

Point de méthode : pour vérifier une formule d'inverse conjecturée, il suffit de calculer un seul produit
P entaille finie, un inverse a droite est un inverse.
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