Optional

Calcul intégral

Exercice 1:

Calculer

2
_ 1472
I_f 1_|_$da:
1

en cherchant une intégrale intermédiaire de la forme

_ @

I=/ @
1

dx qui s'intégrera facilement.

On considere l'intégrale:

2
2 3
J= f E—_flda: = [Eﬁn(a:—kl}]% = Eﬁni
1

Calculons:

2 2 2 2 2 2
2 2 +1 2
r+r= [ e [ Fae= [ B [ [Ceinio=gea=

1 1 1 1

donc
5 3
I= E—Eﬁnl{g}
Exercice 2 :

Calculer ces intégrales en intégrant par partiies:

3
A. fﬂ:‘u"B—ﬂ:‘d:ﬂ :
0

Poson u=x u'=1
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v =V3—g et ,_ _%(3_@@

3

A=[-2e(3-c) ]+ f 2(3_r)ids

0

y 3
A= D—|—%f{3—:ﬂ}§d$
0

(%]
A =_2x 3[(3_:;:;.%]
- 37k
4 5
A=—X (—32)
4 5
AZEX32
1
A_15><3 % 32
A=
Exercice 3 :

Soit f lafonction définie sur R+ par f{;p}—l inz
Quelle est la dérivée de [ sur R+* ?

1
W or—Inrx1
£ (z)= +E 2

f ( :I__Eg_i_l Inz

fflia:‘:l _ —1+1l—Inx

_\-_"rg
i.’mr
o=
Exercice 4 :
l.a.0Ona f{$}:\3$2—$—|—$_

En utilisant le développement asymptotique de 1—x en x=0,ona



N — 1—%N$(1—ﬁ}:$—]§ quand % tend vers l'infini. Ainsi, f(x)~x quand = tend
vers |'infini.

Donc la limite de  f en l'infini est oo .

b. On peut remarquer que f{—;ﬂ} = ;t?2—|—:]?—:t’: .

En utilisant le développement asymptotique de 1+x en = =0,0na
[r24xr= ;pr1_|_% u ;]:‘I:]_—|—;—$:| = :r;—|-]§ quand x tend vers l'infini. Ainsi, f{—@ u —% quand T

tend vers l'infini. Donc la limite de f en —oo est —%.

La fonction f n'est pas définieen x =0, donciln'y apasdelimitede f en 0, etfadmetune
discontinuité en £ =0

La fonction f est définie et continue sur [1,—|—r::o[ , donc sa limite en I'infini par la gauche est égale a

F)=vitl=2.

2. La fonction f n'est pas dérivable en 0, car elle n'est pas définie en (0 . En revanche, pour >0,

ona
/ r—g21/2
F@="=
donc f’f{[]} n'existe pas.

La fonction f(x) estdiscontinueen =0 etn'est pas dérivableen x =0, carla fonction
Jrd_p n'estpasdérivableen £ =0.

De méme, f(z) estdiscontinue et non dérivable en z =1, carla fonction /z2_, n'est pas
dérivableen £ =1.

3.a.0na
. [z . Wri-g+4rx . 1
Ell_}mmT :ﬁlL}mOOT zirli}mm(w 1-z+1)=2.
b.On a

flo)—2z = {x-":t:g —z—z)+.

En utilisant le développement asymptotique de 1—x en x=0,ona

—

Vel-z=x/1-L~ m{l—ﬁ

T—75 donc
flr)—2z ~ l:ﬂ?—%:H-:E —2r—

)=
1,
2

Ainsi, la limite de  f(x)—2x en I'infini est oo . On en déduit que la courbe de  f admet une
asymptote oblique d'équation Y= 2;1:—% en l'infini.
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Exercice 5 :

l.a.0na

—Gr2 3;1: 7 —(2z4+1)(=—7
@)= + +7 _ =( ,:r—):E ).

Ainsi, quand & tend vers l'infini, le terme (22-+1) I'emporte sur l'autre terme, donc  f(x) tend vers
—2.De méme, quand = tend vers moins l'infini, le terme —{:J:—T] I'emporte sur 'autre terme, donc
f(z) tend vers 2.

b. On peut écrire
—(2x4+1)(z— '?) 13
Ainsi, quand = tend vers 3 par la gauche, le deuxiéme terme tend vers moins I'infini, donc ~ f{x)
tend vers -+ . Quand I tend vers 3 par la droite, le deuxieme terme tend vers plus I'infini, donc
f{:ﬂ} tend vers —o2 . On peut interpréter ces résultats graphiquement en remarquant que la courbe
de f possede une asymptote verticale en x =3, c'est-a-dire que la fonction n'est pas continue en

r=3.

2.a. La dérivée de [ est donnée par
@)= —2(r—3)(2x+1)—(—222432+7) 455
- (z—3)? (=37

Cette fonction est définie pour tout :J:?é 3 . Elle est positive pour x{—% et négative pour x}—% ,

donc f est décroissante sur ]—m]—%] et croissante sur [-%:3[ et [|3,+oof.
Le tableau de variation complet de f est le suivant :

[\hline?] & —c0 —5 3 00

[\hline?] f'(2) —
[\hline?] f(x) ™, discontinuite
[Yhline?]
3.a. La droite (D) d'équation Y = —2x—3 est une asymptote oblique de f en l'infini si et seulement si
$1L,mm[f(ﬂ:)—(—2$—3}] =
Ona
Ainsi, on a

13:1:-!—22

im [ fle)—(-22-3)] = lim = —2==13.

Donc la droite (D) est une asymptote oblique de f en l'infini.

b. La fonction f(;p} ( A — 3:1 = 135]:__'_322 est positive pour x>>3, ce qui signifie que la courbe de




est située en dessous de la droite (D) pour I assez grand (dans les valeurs de Z ou f est définie).

Ainsi, la droite (D) est une asymptote oblique & la courbe de f en l'infini, et la courbe de [ esten
dessous de la droite pour I assez grand.

4. Le point 5(3;—9} est sur la droite verticale 1 =3, qui est une asymptote verticale de la courbe de

La courbe de f est symétrique par rapport a la droite & =23, carsion remplace & par 3-+¢ avec
e+ 0, alors f(x) estremplacé par [], quiest égal & f(3—¢) car les deux termes —(2z+1) et
(z—7) sont symétriques par rapportd z =3 .

Ainsi, on peut en déduire que le point S est le centre de symétrie de la courbe de | .

Les points d'intersection de la courbe de f avec I'axe des abscisses sont les solutions de I'équation
flz)=0, c'est-a-dire
25243547 =0 & o=

5. Voici la courbe de  f avec ses éléments remarquables :
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Exercice 6 :
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On considere la suite (L7, ] définie, pour tout entier naturel n, par :
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1
—nr
Uﬂ:fle-l—e—xdij
0

a. Montrer que Up+L71=1 .
b. Calculer €71, endéduire Up .

2. Montrer que, pour tout entier natureln, U, =0,

a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

l]—e—™7

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,

4. Déterminer la limite de la suite (U, ) .
Exercice 7 :

lLaOna f(r)=(14x)e % .Lefacteur (1+x) esttoujours positif, et le facteur % est positif
pour tout . Ainsi, f(z) est toujours positif sur R .

b.Lalimitede f(x) en —co est 0,car 7 tend vers l'infini quand  tend vers —co plus
vite que l:l—|—:t::l ne tend vers l'infini.

La limite de f(z) en oo estaussi 0, carlefacteur (1+x) est négligeable devant ¢—% quand
T tend vers l'infini.

c.Ona ff{:t:‘:l =—ze— 7, donc f’f(x} est négative pour x>0 et positive pour =<0 .
Ainsi, f est décroissante sur |—oo,0] et croissante sur [0,400] .

d. Voici la courbe de la fonction f :
I[Graph of f(x)](https://i.imgur.com/pJWUwK3.png)

n
2.a.Pourtout nelN,ona I,= ff(;n}d:lt}[] car f(z) est toujours positif sur R.
—1
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b.Pour m>0 ,ona
n+1

Inti-In= [ fdn >0

n
car f(x) estpositive surtout R.Pour n<0,ona
n+1 0

Int1—In= f f@dz > f fl@dz>0

car f(x) estcroissante sur [—1,0]. Ainsi, par récurrence, on en déduit que () est une suite
croissante.

3. a. On utilise une intégration par parties avec u = {l—I—:E:I (donc du—=dx )et du=eFdx (donc
w=—e"T):

[ @ dz = [(1+2)(—e—)] - ? (~e=)do

= —(1+be—b 4 (14a)e™% - [e—ﬂ?]z
= —(14be~b + (14a)e ™%+ =% —e—b
= (2+a)e™% — (2+b)e— 0.

b.On a

I, = 7f{:1:} dr = }f{:@d:ﬂ —|—7f{:1:}da: +.-- f flo)dz
—1 —1 0
k’-l—l

Z f f@)dz

Z:: [(2+K)e—F — (3+;g}e—'ik+13]

=2 0-B+De 143 1-@F+De 2+ - (ntl) g—(n—1) + ne™"
= (2 —4e~l— (ntDe "y 4 Z [(2+k)e—k—(3+k)e T,

c.Ona

: . ~(k+D1_ N —(k+1)
i L algmmk;[{ﬁ%}e—k—{3+k}e ] =k;[{2+k}e—k—(3+k}e ]
Or,ona B

_ — E+1 01
(@+K)e—k—(3+k)e~(FHD = F1e

k+1 .
et la série de terme général Er1 converge, donc la série ci-dessus converge absolument.
&

Ainsi, on peut permuter les termes de la somme, ce qui donne

. 1 qoo
im T =[] _,=0- eﬂ_ —1.



d. La limite de I, enl'infiniest —1.

Graphiquement, cela signifie que la zone délimitée par la courbe de | et les droites d'équation =« = —1
et & =mn auneaire quitend vers —1 quand 7 tend vers l'infini.

|
4.0n cherche o tel que ff{:l?}d;r =e.
—1

On résout I'équation obtenue en utilisant I'intégration par parties de la question 3.a:

(2+a)e—e—(2+(-1)e "V =e.

On peut récrire cette équation sous la forme
2e 04 (a—lle 2= e~ 141,
ou encore

a—De =~ 141-2e2,

On remarque que la fonction 1 — e—% est décroissante et positive pour tout &, donc I'équation ci-
dessus admet une unique solution @ sur [ .

On peut donc la résoudre numériquement pour obtenir

o o 0.368.
]
Ce calcul intégral correspond a un calcul d'aire, car ff{x}r:i:t? représente l'aire de la partie du plan
—1
comprise entre I'axe des abscisses, la courbe de [ et les droites d'équations  =—1 et T=.
/ L ':' L
2 | | 2 ! 5
1 <
3 -
i
5 =
o =
Exercice 8 :
- £ .
1. On utilise la formule {5052;]::] — —9sinxcosxc pour calculer ff(a:} :
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F(o) = 4cosd z (—sin z) — 2cos3 r sin =
= —2co0s? zsin z (1 — 2cos? x)

= —2¢cos3 rsin T sin®z

= —2cos3 r (1—cos? £)sin =

— —9cos? rsinz + 2cos® x sin x.

. . i ) ) )
Ensuite, on utilise la formule {.:0533:} = —ﬁcogg:gmg:{cog?;g+gmgg:} — —Scosrsinc pour
calculer F*(z) :

fHI::E“:l — —2cos? rsin?r — 2cos® r cosx 4 10cos? zsin? ¢

= —2cos zsin z (cos v sin ¢ + dcos? £ — 5cos? z sin? ).
On peut vérifier que
7" (2)+16f(z) = —32cosB zsinz+16costrsinz+16cosbz—16cosP s = 16costr(cosz—1)2 , qui est

bien une constante.

2.0n utiIise la formule de changement de variables # — cos2x pour calculer I'intégrale T :

7
I—ff{;v}d:ﬂzfcos‘l;t?—cosgcnd;t?
0

- ftﬁ—tdtz L3

0

tﬁ]é

[t ] |l

T

Exercice 9 :

Calculer:

T
I= f{ti—t}m tdt
1

Posons :
u = Int u*’—% et w=t12—f v= t; t;
T
r=[5 St [ b G5
1
I

P {5,;3 ‘szin:n f ](ta tz}

1



I= {‘Ta £z}inct:

I

2
1§_

1

[l ] Ly

I=(Z-Dying [ L

I=(8-D)ins ~(5-2-1+1

I=(5-5)ine ~§+5+5-
I1=(5-)ine ~5+F 5
Exercice 10 :

a.

flo)= —1—|—$—|—‘T—3—|—a:5

Flo)= —o+5+5+5+k (k € R).

b.

@) = (-1 (z+]) = (@-1)(22-1) = £3—22—z+1
F)=5-L-Z 4otk (k € R).

flz)= %$‘+§$2—|—12$4

Flz)= E:ng—l—gst?B—I—lE—E

d.

JORESS

o4k (k € R).

o)=L 42z +k (k € R).

d.

@) =25+
F(z)

—L11ZL+k (k eR).
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—3
f':‘jj} = (33:._1)2 .

F(e)=—(;—q+k (k € R).

f.
flz) = coslz)+siniz) .
F(z) =sin(z)—sinlz)+k (k € R).

g.

—3
f':f:':m-
Flo)="22" 1k (k e R).

h.

flz)= m—kcos:ﬂ )

F(r)=tanz+sinz+k (k € R).

f@)=In().
Fo) = zin(z)—s+k (k € R).
)
f(@) = sinex cosz .
Flo)=—%2 1k (k € R).
"
F@) = sin(-3z+1).

P = g e Ry,



Fle)=—g57gy+k (F €R).

2

_—-:ng,:r—sin T
fl::]::] sin‘x sin‘z '

FI::E:I CDE$+.IE§

EInT tang

+k =cotanz+k (k € R).

Exercice 11 :

1. On utilise la formule licosg;r;:l; — —2sinzcosz pour calculer f'(x) :

F(z) = 4cos® z (—sin z) — 2cos3 z sin =
= —2co0s? rsin z (1 — 2cos? x)

= —2cosd rsinz sir_l2 T
= —2cos3 £ (1—cos? z)sin =
= —9cos’ rsin  + 2cos® r sin x.

. - I . . .
Ensuite, on utilise la formule (cos2z)” = —2c05£51n${c052$+51n2$} — —2coszsing pour
W
calculer " (x) :

f(z) = —2cos? z sin? £ — 2cos? £ cos x + 10cos? z sin?
= —2cos z sin z (cos £ sin © + 4cos? x — Beos?  sin? ),

On peut vérifier que

/(@) +16f(x) = —32cosPrsinz+16costrsinz+16cosbr—16cosbz = 16cost o{cosz—1)2 , qui est
bien une constante.

2.0n utiIise la formule de changement de variables # — cos2x pour calculer I'intégrale T :

5
I_ff{a:}d:l::fcos‘la:—cosg:ﬂda:
0

= ftﬁ—tait = [33 -5 2%
a
_ 1.
— B
Exercice 12 :
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On considere trois réels a, b, c tels que , pour tout

z € |0;4o0[ :
1 _a, b c
o(l4+o)? ‘T+1+~T+(1+a::l2 '
1 . a(l4+2)*  bx(l41) oo
(1420?2140 o(142)?  z(145)?
1 (a+B)r24+(2a+b+c)zrta
(l4+z)? F(14-2)?

Par identification, nous obtenons le systeme :

2.5it X >1 .

a. Calculer

X X
f dz _f;_L_ 1
1;1:(14—:1:]2_ l‘T 4z (14-1)°

= [in(z)~In(1+2)+ 3]

= In(X)~In(1+X )+ +in2—3
X 1 1

= In(fix) g x +in2-

b. Soit f la fonction définie sur x & [1;—|—-:::-:-[ par

X
(X)) = f P dr
1

(1+z)3

En intégrant par parties, calculer f(X) en fonction de X ..



Posons :

u(x)= Inx alors uf(x} = %

V()= (1+ (1) olors Vo) = 2(111;17)9

Donc:

b

Ing —Inzx 1
1(X)= f{1+ g 2{1+$]2]+,{2$(1+$]2d$

X
Ing _ —imX 1§ 1
f{X:‘ ,/l:l-l—,:r]a 2(14._){']2_'_2,{1'(14-1'}2

Ing —InX
fX)= f{l—l— ]a _E(H_X:IZ_"Q{E {1+X:'+1+X+£ n— 3:'

Ing —InX
fX)= f{1+ ]3 _2(1_'_}:]2"‘3(5 {1+X:'+1+X:'+2'<£ n— g:'

c.or:

InX
lim st )t x) =0

donc:

lim f(X)=5(n2-3)

Exercice 13 :

1. On peut écrire :
1 + - a(l—i—m)zc-l-b;r—i-c;r?
:r(l-i—a:]lz 1+~T (14 ]g z(14-z)?

En identifiant les coefficients des polynémes, on trouve :
atb=0 et ac =% et bede= —%'

On peut prendre par exemple § = —g pour que la premiére équation soit vérifiée, alors la troisieme

. . 1 N
donne —agc—c:—% , soit c{1+a3):%,d'ou €= A1ta2) o agc—}c:—% implique a:—%
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, donc b—— et c:%.

2. a. On utilise la décomposition trouvée précédemment :
1 o - = J—
s(1+x)2 _2¢r+1+$+8{1+a: I:l—l—a:jg}'

En intégrant :
A

[ a:[lj—a:]lg dr = —5 Ling [‘\,Blgg| +1In(l 4+ =) [ \Elggml % [ (l—i%r - m} dx

:%m%‘Hn(l+X]—1n2+%[1n(1—|—3:}+1+%]x

=il X -1ln2+1n(1 + X) -} In(3 )
b. On utilise I'intégration par parties avec +, = Inx et dv = L 305:1:‘
(14x)
X X
_ In _ __In«x e S
fX) = {(1+$)3 4 = 3(14x)? \Bieel’Ji™ +3 A z(1+x)?

X
X —lnl 1 f
o+ T2 1 ¢(1+,¢)2

In X 1

o4 Tam )y T 8(1+x - (ijz} - g

Ainsi, on trouve

In X 1 1 1
x Am o 7 = im i fame o (o - X~ gl)
c.Ona
1 1 1 2 1 X 1
1 1 9 1

—lnd) -1 5-1 |
= aIn(x) 3o ~ 8 TR T a2

1
_m et —% tendentvers 0 quand X — +oo,etona

lim #n(Z)=0et _lim = lim ——i—m=
x5 e X XS 4eeBl+X) T 51 00814+ X))

Les termes en

Ainsi,
1 1
i 0e2-h-se=0
ce qui montre que Xﬂﬂ}i_mf(x} =5(In2-5) .

Exercice 14 :
Calculer I'intégrale proposée :



2

2
b f—$—|—6d$ =[5 465]=-% +124+1 46 =165
—1

4
C. f{ﬁa:g +8z—1)dx =
0

2ar
]

d. f (cosz)dz =

0
f{:155—|—4:153—|-:1:3—:t:)da: [ —|—:t: +“ﬂ:3 ‘Tg]
—2
e.
03 2 (—2)° a (=2° (=2
g U 4+§_§ 5
b4 BE
= ﬁ—lﬁ———FE:—g'
3
1
[ e
1
1,1 3
=[-z]l=—3+1=3
i
1
f(casgm}d
g %
g
1
=2x f{-::cls?:r:l -
0
4
1
" f{xf2$—|—5':ld$
3
Exercice 15 :

Soit flx)= Tid41,
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]
f{a:g—I—l}d:t: =
o

Exercice 16 :

On considere

Zf(af}dﬂ:: o chx}csm

b

N ERYOrES

b. B=6.
Exercice 17 :

5

f{xS—mm}d:s =

—5

car la fonction est impaire sur l'intervalle [-5;5] centré en 0.

Exercice 18 :

1—cos(2x) |

a. On peut linéariser gin<, en utilisant I'identité trigonométrique gjn2, — 5

'J'F

3 3
fsm zdr = -fd %fcos{ﬁ@da: =7
U 0

n utilise Iaformule 5111{2:1:} 25INTCOST :

L

= +(1-v3/2).

cf--..,bq:-m o

4_
sinzcoszdr = %fsin{ﬁa:}d:t: = %[—cos{ﬁaﬂl]
1]

Exercice 19 :

a. On peut écrire :
—6t—3 i 2a 2b

(2020 —1)2 (t—|-2]|2+[t 1)2 42 (t+z)9+t 1" p—1)2

En multipliant par gt+2jg{t—1jg , on obtient :
—6t—3 = a(t—1)*+b(t+2)%



Pour t=-—1,celadonne —Ga =13, donc a:—%.Pour t=—2,ona 4b=19,donc [#].

Finalement :
—ft—13 _—1,-"2+ 9/4
(t+2)2¢—1)2 " 2 T 12

b. On peut intégrer la premiére fraction en utilisant une substitution w =142, du=d% :

—1/2 —1/2
fﬂ_—’;dtZ/‘ uf du:—%ln|u|—|—6’:—%ln|t—|—2|—|—f_7.

Pour la deuxiéme fraction, on peut utiliser une substitution w=1%—1, dv=d%t :

9/ 9/4
(t—fljgdt = f%d’u = %f’u_gd’u

_ 8 _ 9
=3, tC =3 TC
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