Exercices de maths en L3

Calcul différentiel

Soit A € M, (R}.Onmunit R™ du produit scalaire usuel et I'on pose g{z) = { Az, z ).

1. Montrer que B(r,y) = { Az, y ) estbilinéaire continue sur R™ x R™ . En déduire que g
est différentiable et que dg(z)(h) = ( (A +tA)x, h).

2. Donner W g(z) . Que devient-il lorsque A est symétrique ?

1&2

3. Pour n =2, A= ([Eray?]D&B,

}) et x = (1,—1), calculer ¥ g(x) de deux facons.

4. Soient 1w, w:R — R™ dérivables. Calculer la dérivée de ¢ — { (%), v(t) } . En déduire que
si |u(t)| estconstante, alors w/(t) estorthogonald wu(t) pourtout %.

Exercice 2 : Matrice jacobienne d'une application de R? dans R3

fley) = (=2,
On considére f:R? — R3 définie par ,e* ¥,

sin(zy))

1. Justifier que [ estdeclasse (71 sur R2.
2. Calculer la matrice jacobienne Jfl:it’;,y:l.

3. Endéduire df(1,1)(h,k) pourtout (hk) € R2.
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4. Soit g(t) = f(£2,¢). Calculer g’(1) par la régle de la chaine, puis vérifier par un calcul direct.

Exercice 3 : Dérivées directionnelles sans continuité

2
Soit f:R2 — R définie par f(z,y) = :r‘f—f:ﬂ si (z,9) # (0,0) et f(0,0) = 0. Lafigure ci-

dessous représente les valeurs de  f prés de l'origine.
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1. Montrer que |f(z,y)| < % pour tout  {z,v) .
2. Soit v = (a,b) 5 (0,0) . Montrer que f admeten (0,0} une dérivée selon v et la calculer.

3. L'application v — D, f(0,0) est-elle linéaire ?



4. Calculer f(z,z2) pour x # 0 .Lafonction f estelle continue en (0,0) ? Estelle
différentiable en (0,0) ?

Exercice 4 : Différentielle de la norme euclidienne

Onmunit R™ de la norme euclidienne N{(z) = 1z1y = \/( =,z }.

1. Montrer que IV est différentiable sur R™ \ {0} et que dN(z)(h) = {%IZ' 3

2. Montrer que N n'est pas différentiable en (.

3. Montrer que IV estdeclasse (1 sur R™\ {0} et calculer la norme subordonnée de d.N(x)

Exercice 5 : Différentiabilité de la norme infinie

Onnote N o(z,y) = max{|=||y|]) sur R2.Lafigure ci-dessous montre quelques spheres de cette
norme et les deux diagonales.
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. Soit I:SE“D,yD:I avec |:ED| = |y|:,| . Montrer que IV ., est différentiable en li:t?[;,,yﬂ:l et donner
sa différentielle.

Noo(1+th,14+4E) — 1
: .

. Soit  (h,K) € R2. Calculer les limites & droite et & gauche en 0 de

. En déduire que IV oo n'est pas différentiable en (1,1} .

. Déterminer I'ensemble des points ou IV o, est différentiable.



Exercice 6 : Puissances et trace sur un espace de matrices

on munit M, (R) d'une norme d'algébre. Pour p > 1,onpose f (M) = MP et
gp':M:' = trl:MP:l,

1. Montrer par récurrence que fp est différentiable et que
p—1 .
— ; —1—
df p(M)(H) = _ZDMEHMP t,
T =

2. En déduire que dg (M )(H) = ptr{Mp_lH}.

3. Onmunit M, (R) du produit scalaire { 4, B ) = tr{tA B} . Déterminer le gradient de Ip
en M.

4. Pour M = ([Hrajr?]lﬂ‘gcll ,}) et H = ([Hra;r?]?g;g ,}) ,calculer df o(M)(H) et

comparer avec 2MH .

Exercice 7 : Différentielle de I'inversion matricielle

on munit M., (R) d'une norme d'algébre vérifiant |{5| = 1, par exemple une norme subordonnée.
Onnote (M) = M1 sur GL,(R).

1. Montrer que G L, (R) estunouvertde M, (R}.

2. Soit A telque |H|<1.Montrerque f, + H estinversible et que

2
(I,+H)l=1I,-H+R(H) avec |R(H)| < 1E1T||H|.

3. En déduire que ¢ est différentiable en tout M € GL,(R), avec
do(MY(H) = - M~ 1gM-1

4. Montrer que ¢ estdeclasse (1.
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5. Pour [f] <1, soit A(t) = ([Hrajr?]]t'

de deux fagons.

‘gii,}) Calculer la dérivéeen 0 de ¢t — A(t) ™!

Exercice 8 : Différentielle du déterminant

On travaille sur M, (R}, muni d'une norme quelconque.

=

. Justifier que det estdeclasse ¢71.

N

. En développant det{f, + tH) al'aide de la formule définissant le déterminant, montrer que
ddet(I,)(H) = tc(H).

3. Soit M € GLy(R). Montrer que
ddet(M)(H) = det(M) tr{M_IH} = tr( fcom(M ) H) .

o

. Montrer que la formule ddet(M)(H) = tr(tcom(M) H) reste vraie pour toute matrice
M .

5. Vérifier cette formule directement pour n = 2.

Exercice 9 : Dérivées partielles en coordonnées polaires

Soit f:R2 — R declasse ¢1.Pour #>0 et § € R, onpose F(r,d) = flrcosf, rsind).

1. Exprimer d, F' et dg F' & laide des dérivées partielles de f .
2. Montrer que (3, F)E + T%{S’g Fjg = |V f|2 , le gradient étant prisen (rcos8, rsinf) .

3. Vérifier ces formules pour  f(z,y) = 2 — y?.



4. Onsuppose que z d9 flz,y) — v d1 flz,y) = 0 pourtout (x,y) . Montrer que f(x,y) ne

dépend que de \/zd 2.

1
soit B = C([0,1,R), munide "loo = F&E [l on pose ((u) = fu{t}g dt et
] ]
Ylu) = fsin(u{t:l:l dt .
0
1
1. Montrer que % est différentiable sur E , avec d@p{u} {h} = zf u{t}h{t} dt . Montrer que
0

¥ estde classe (1.

2
2. Montrer que |sin{a+b) — sin a — bcos a| < % pour tous réels @, b.En déduire que 1 est
différentiable et calculer d{u; .

3. Montrer que ' estdeclasse 1.

4. Calculer Cf’t,b{u,jjl pour la fonction constante gy = B—T.Interpréter.

1
5. On munit maintenant & de la norme Il = f |u| . Montrer que % n'est différentiable en

0
aucun point pour cette norme.

Exercice 11 : Différentiable mais pas de classe C*

Soit g(z,y) = {:J:g—kyg}sin(ﬁ) si (z,y)# (0,0), et g(0,0) = 0.0nnote

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

r = a..";t:2—|—y3 .

1. Montrer que § estdeclasse 1 sur R2Y {(0,0)} etcalculer 37 g sur cetouvert.
2. Montrer que § est différentiable en (0,0) et que dg(0,0) = 0.
3. Montrer que &1 g{x,0) n'a pas de limite quand ¢ — 07 .

4, Conclure: g est différentiable sur [R< mais n'est pas de classe ¢71.

Exercice 12 : Une application contractante du plan

Flzyy) = (%Sin(ﬂ:ﬂ},

On munit 2 de la norme euclidienne et I'on pose
,Ecos(a:—yj

1. Calculer la matrice jacobienne J = Jp(a:,y:l.

2. Calculer 77, puis montrer que la norme subordonnée de dF'(z,1y) estau plus g .
3. En déduire que F' est % -lipschitzienne sur [RZ2.

4, Montrer que le systéeme © — %gin{$+y}, y = %Cos{;]:—y:l admet une unique solution, et

qu'elle appartient a [—%:%]2

Exercice 13 : Accroissements finis sur un ouvert non convexe

Soit IJ Il'anneau {l <\Jzidyl < 2} privé du segment [—2,—1] x {0}, représenté ci-dessous. On
note r = \/z24y2 et 8(z,y) € ]—mm[ I'argument principal, de sorte que £ = rcosf et



1y = rsind . Onadmetque & estdeclasse (71 sur U .

m— COUpUre [—2, — 1] X {0}

2_

1_

>, 0
—1 -
—2 -

2 1 0 1 2
X

1. En dérivant la relation ycosf — zsind = 0, montrer que Vé(z,y) = (—T%J T%) :

2. En déduire que |d8{z,y}| <1 pourtout (z,y) € U .

3. Pour 0<e< %,on pose A_ = (—%: g) et B, = (—%: —¢) . Calculer 8(A) — 0(Bg) et

sa limite quand & — 0. Lafonction & est-elle 1 -lipschitzienne sur T7 ?

4. Expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas I'inégalité des accroissements finis. Montrer que &
est 1 -lipschitzienne sur toute boule ouverte incluse dans LT .
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Exercice 14 : Différentielle nulle et connexité

1. Donnerunouvert TF de [R2 etunefonction f:U7 — R declasse (1, de différentielle
nulle, mais non constante.

2. Soit TJ unouvertconvexede R2 et f:U — R différentiable telle que @1 f = 0 sur
U . Montrerque f(z,y) = f(z/y) désque (z,v) et {z/,y) sontdans U7 .

3. 5ot U = R2\ {{0,y):y > 0}.Onpose flr,y) =y?si o>0et y>0, et
flz,y) = 0 sinon. Montrer que f estdeclasse 1 sur U7 ,que &1 f = 0,etquela
conclusion de la question 2 est fausse.

4. Soit f:R™ — R différentiable telle que df{(z)(x) = O pourtout z.Montrer que f est
constante.

Exercice 15 : Formule de Taylor a I'ordre 2 pour un polynéme

Soit flr,y) = x3 4+ y3 —3zy sur R2.

1. Calculer le gradient et la matrice hessienne de  f en tout point.
2. Déterminer les points critiques de [ .

3. Ecrire la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 en {1,1} , puis vérifier qu'ici

FO+RI+E) = -1 +3(A%2 —hk + k%) + A3 + K3

4, Montrer que A2 — hk +k? > %{h2+k2} . En déduire que (1,1} est un minimum local de

I3

5. Montrer que (0,0) n'est pas un extremum local de f .



ot floy) = LEL s @y)# 00 et f00) =0,

Y3
1. Vérifierque f(z,y) = oy — #@’;ﬁ hors de I'origine.

2. Calculer 31 f et 99 f sur R2,ycomprisen (0,0).
3. Montrer que f estdeclasse (1 sur R2.

4. Calculer dq(81 £)(0,0) et 81(8q £)(0,0) .

5. Que peut-on en conclure sur la régularité de  f ?

onmunit M, (R) d'une norme d'algébre. Onnote (M) = M—L et H = (hq;).

1. Montrer que {In-|-H:|_1 = I, — H + H? 4 o(|[H|2) . En déduire dzg{fﬂ}(H,H},
puis d%(I,)(H,K).

2. Retrouver d2(I,))(H,K) endérivant pf — —AF—1Erag—1.
3. Montrer que det(I,+H) =1+ tr(H) + %({tr HY? — tr(H) + o(1H2) .

4. Vérifier que, pour m = 2, cette formule est exacte sans le terme o{IHIE} :

_ 1 2 2
5. Soit H antisymétrique. Montrer que dEt(Iﬂ+H} =1+ EZ h‘ﬁj + C’{lHl :' :
01
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Exercice 18 : Convexité par la hessienne

Soit U =R x 0,400 et flry) = %" sur 7.

1. Calculer la hessienne de f en tout pointde 17 .

2. Montrer que dzf{;p!y) ((h!;g}!(h!jg}) — %(}1 — %j«;)g . En déduire que [ est convexe sur U7 .

3. Lafonction [ est-elle strictement convexe ?
4. Ecrire I'inégalité du plan tangent en (1,1} et retrouver l'inégalité obtenue par un calcul direct.

5. Montrer que {l@,y} cU:z2 < y} est convexe.

Soit A € &u(R) symétrique définie positive, § € R™ et J(z) = (:Aa: zy—(bz).

1. Calculer W J(z) etla hessienne de .J.

2. Montrer que . est convexe et qu'elle atteint son minimum en un unique point =« ¥, que I'on
déterminera. Calculer J{z*) .

3. Montrer que J{a:*-|-h} = J{;p*j + %< Ah, h> pour tout A .
4. Application: A = ([Rra@r fﬁfé ,}) et b= (11).

5. Soit M € Mpn(R) derang n et y € RF.Montrerque x — |Mz — y|2 admet un
unique point de minimum, solution de *MMzx = *My.



Exercice 20 : Différentielle de M » tMM

on munit M, (R) de la norme de Frobenius |M | = \ftr{tMM ) .Onnote S et A, les
sous-espaces des matrices symétriques et antisymétriques, et f(M ) = tMM .

1. Montrer que [ est différentiable et que df (M )(H) = tHM 4+ 'MH .
2. Déterminer le noyau et I'image de  df (1) .

3. Soit M € GLy(R). Montrer que df{M ) est une surjectionde M (R) sur &y et
déterminer son noyau.

4. soit £2:R — O(n) dérivable avec £2(0) = I,,. Montrer que 12'(0) € A, . Vérifier sur la
rotation d'angle £ du plan.

Soit c € R.Unefonction f:R" \ 10} — R est dite positivement homogene de degré ¢ si
F(tz) = t° f(z) pourtous t>>0 et = 0.Onsuppose f différentiable.

1. Montrer quesi f est homogéne de degré o, alors df(z)(x) = & f(x) pourtout = O
(relation d'Euler).

2. Réciproquement, montrer que la relation d'Euler entraine I'homogénéité de degré .

3. Onsuppose f homogéne de degré o etde classe (71 . Montrer que ses dérivées partielles
sont homogénes de degré o — 1.

4. Vérifier la relation d'Euler pour f{:ﬂ} = 1T .

5. Soit f:R™ — R, homogeéne de degré 1 sur R"\{0},avec f(0) = O, et différentiable en

0. Montrer que | est linéaire. En déduire que f{:t?,y:l = prolongée par [, n'est pas

=
zityd’
différentiable en (0,0}, bien qu'elle y admette des dérivées selon tout vecteur.
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Exercice 22 : Dérivée seconde bornée et descente de gradient

Soit  f: R™ — R declasse ¢2.0n suppose qu'il existe M > (0 tel que la norme subordonnée
euclidienne de la hessienne vérifie |H f(x)| < M pourtout .

1. Montrer que |f(z+h) — flz) — (V flz),h Y < %Ihl2 pour tous &, h .
2. Montrerque ¥ f est MM -lipschitzienne.

3. Pour t>>0,onpose Ty = T —1iV f{z) . Montrer que

flzy) < flo) - 1 - 25|V f@)%

4. On définit a:k—l—lgz Ty — ﬁv f{:;:k} . On suppose f minorée par 1. . Montrer que
Z}:: |V f(zg)]” < 2M(f{$0:' - m) etque V f(xy) — 0.

5. Application : f{a:,y} = %{$3+4y3), pas t = L et Ty = {2,1} . Calculer les itérés et
vérifier l'inégalité de la question 3 pour le premier pas.

Soit B = C([0,1R), munide '"co ;onadmetque F estcomplet. Pour u € F, on pose

t
G () = f u(s)? ds.
0

1. Montrer que (& envoie F dans F , qu'elle est différentiable, et que
L

dGu)(R)(E) = 2/ u(Sh(s) ds . Majorer |dG(u)| .

0



2. Montrer que (3 estdeclasse (1.

3. Montrer que (7 est deux fois différentiable et calculer dEG{u} (h,k) . Vérifier que la formule de
Taylor a l'ordre 2 est exacte.

4. Soit B laboule fermée de centre [J et derayon 1 .Montrerque (& est 2 -lipschitzienne sur
B.

5. Soit f € E avec iilet A € R avec |A {l.Onpose Tu) = f +AGu).
oo — 2 — 4

Montrer que T{B} C B etque T est %-Iipschitzienne sur B . En déduire que I'équation
t
w(t) = f(E£) + }lf u{g)z ds admet une unique solution dans B .
0

6. Déterminer explicitement cette solution lorsque [ est la constante % .

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

Le cours : calcul différentiel, cours de maths en L3

A maitriser avant : Espaces normés et applications linéaires continues

Chapitre précédent : Réduction de Jordan et décomposition de Dunford

Chapitre suivant : Inversion locale, fonctions implicites et extrema liés
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e Le méme théme en maths spé : calcul différentiel, exercices de maths spé
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