Corrigés des exercices de maths spé

Calcul différentiel

Corrigé de I'exercice 1 : Dérivée selon un vecteur par la
définition

1. La fonction f est polynomiale. En dérivant par rapporta « a ¥ fixé, puis par rapporta ¥ a
x fixé, on obtient 31 flz,y) = 372 — 2y2 et Oy f(z,y) = —4zy +1.

2.0na a+tv = {143%2—1t), donc

o(t) = (1+3t)° —2(1 +3t)(2 —t)* + (2 — 1)
Dérivons chaque terme. D'abord, %(14-31}3 = 9{1-|-3t:|2,qui vaut 9 en [ .Ensuite, la

dérivéede (14 3%)(2 — t}g vaut 3(2 — t}g —2(143t)(2—1¢),s0it 12-4 =8en O
_Enfin, la dérivée de 2 — ¢ vaut —1.Ainsi, @/(0) = 9—-16—1,dot Dy fla) = -8.

3. Les dérivées partielles de f sont polynomiales, donc continues sur [R2. Par conséquent, f est
de classe (1, donc différentiable en @ . Alors

D, @) = df)) = 3 01 £&) ~ 93 f@).0r 1 f@) =38 = —5 e
dg fla) = -8 +1 = —7 .Onretrouve bien D, flo) = -154+7 = -8.

4. Dans la base canonique, orthonormée, V f{a) = (-5, =7}, de norme 25 F 45 = V74 .
D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour 1wl = 1, Dy fla) = {(V fla), ) < V74,
avec égalité si et seulement si U est colinéairea WV f{a) et de méme sens. Donc

1 .
U= —7= (5,7) etle maximum vaut 74.

Corrigé de I'exercice 2 : Dérivées directionnelles sans

continuité
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1. Soit v = (h,k) et t£ 0.5 k =0,alors f(th,0) =0 (mémesi h = 0), doncle
taux d'accroissement est nul et D, f(0,0) = 0.si & ?é 0, alors

Fthytk) 1 3m%2k  _ _ A%k i[t_)_o]h_?
t — t t4h4+t2k2_t2h4+k2 k

Ainsi, D(h,k} f{[j] [j:] — %2 si R:?“: O,et Osi k£ =10.
2. Posons L{v) = Dy, f{0,0).0na L{1,0) =0 et L{0,1) = 0, mais L(1,1) = 1.Donc

L(1, 1) ?é L(1,0) + L{0,1) : L n'estpas linéaire. Or, si f était différentiable en (0, 0) ,
onaurait L = df(0, 0}, linéaire. Par conséquent, f n'est pas différentiable en (0, 0} .

n z3 R T : o
3. Pour = ?é 0, flz,mz) = v e g, T S § Si m ?‘é 0, cette quantité tend vers
0/m2 =10.Si m = 0,elleestnulle. Donc f(z, mz) — O le long de toute droite (et

de méme sur I'axe vertical, o f est nulle).

4.Pour z£0, flz,22) = #‘}f} = %.Ainsi, flz,z2) = 1/2£ £(0,0) quand

rz — 0 .Donc [ n'est pas continue en {D, D:l , bien que sa restriction a chaque droite
passant par |'origine le soit. La figure de I'énoncé le montre : la parabole 1 = 2 reste dans la
zoneol f vaut 1/2.

Point de méthode : pour montrer qu'une fonction n'est pas différentiable, il suffit souvent de trouver une
direction ou I, f(a) n'existe pas, ou de prouver que v — D, f{a) n'est pas linéaire, ou encore
que J n'est pas continue.

Corrigé de I'exercice 3 : Matrices jacobiennes et composition

1. Les composantes de F' et (& sont polynomiales. Leurs dérivées partielles existent donc et sont
continues: F et (7 sontdeclasse (1 .0n obtient

yz Tz 1
_ T _ )
Tr(@ 9. 2) = (é S —1 22) ol v) = (1 _ul)'

(&

26n a=(,-1,2),ona yz=-2, zz =2, sy =-1, 2z =2 et 2z = 4.

—2h —|—2h —h 1
Donc  dF(w)(hy, ho, hz) = (,zm . ho +g-'-lh3 ’ ) '



0
. D'abord, G(1,0) = (1,1,0). Ensuite, Jm(1,1,0) = (2, 1 , [j) ot
-
1
Jz(1,0) = ( 1 _11) . La régle de la chaine donne
0 1

TFoa(l0) = Tr(1,1,0) Jo(1,0). dos Trog(1,0) = (Nray?1 O 1.

(u? — v2) uy,
,l:u—|—’t}:l2—l:u—ﬂ:l+u2’ug
vaut g3 o — g4 u3 : ses dérivées partielles sont 32y — p3 et 3 — Iywpd,soit 0 et 1
en (1,0} .Laseconde a pour dérivées 2(u +v) —1 + 2uv? et 2(u + ) +1+2u v,
soit 1 et 3 en (1,0).0n retrouve bien la méme matrice.

. Directement, F'o G(u,v) = ( ) La premiére composante

Corrigé de I'exercice 4 : Norme euclidienne et forme

quadratique

. Onavudanslecoursque :x — |z2 estdifférentiable, avec de(a)(h) = 2 {a, ). Sur
E N\ {0}, @ estavaleursdans ]0, +oo[ , ol la racine carrée est dérivable. Par la régle de la
chaine, IN = @ est différentiable en @ ?é 0, et

AN (a)(h) = 57k de(a)(h) = Sar

Donc ¥ IN{a) = ig, vecteur unitaire.

. Soit w3 0.Alors t — N(tv) = [£| 11 n'est pas dérivableen 0 : ses dérivées a droite et &
gauche valent vl et —Ivl.Donc Dy, IN{(0) n'existe pas, et IV n'est pas différentiable en

0.

. L'application  B{z, y) = { u(z), v ) estbilinéaireet g(r) = Bz, x). Parlaregle dela
chaine appliquée &8 = — (z, ) , linéaire, puisa B, on obtient
dg(a)(h) = B(h,a)+ B(a, h) = (u(h),a )+ (u(a), h).

or {ulh),a) = (hu*@)). Ainsi, dgla)(h) = {(u+u*)(@),h), dou
Vg{e) = (u + u*)(a), quivaut 2u(a) si u est symétrique.

Jla ulz,y) = (z +2y,3y)  donc gqlz,v) = o(x + 2y) + 3y2 = o2 + 2zy + 3y? .
Les dérivées partielles donnent V g(z, y) = (2x + 2y, 2& + 6v). Par ailleurs, la matrice de

u + u* est ([l"-,ll'aj.?'?] é “%:23 ,}) + ([l"-,ll'a,j.i"?] % %:DB ,}) = ([Hra@r?] g g g ,}) . Son image de
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(z,y) est (2z + 2y, 2z + 6y) : la formule est vérifiée.

Corrigé de I'exercice 5 : Une fonction de classe C! par ses

dérivées partielles

1. Sur l'ouvert R2\ {{0,0)}, f estun quotient de polynémes dont le dénominateur ne s'annule

pas. Elle y est donc de classe (1 . Ecrivons f = %.Alors
5 f= Bz?y —y?)(e? +y?) —2z(zy — z y?)
v (22 + y2)*

Le numérateur vaut
3r%y +3x2y3 —22y3 —y® - 2%y + 222 y3 = £y + 422 y3 — y°. Donc
ylzt + 422 y2 — y4)

aﬁf{‘ﬂ:!y} = (m2+y2)2
2.0na fly, x) = %}fj = —f(x,v). Dérivons I'égalité  f(z,v) = —f(y, T) par

rapporta ¥ :onobtient dy flx,v) = -9, fly, ). Ainsi,
oz —4x2y? — g4
a-y f{$1 y:l - ($g+yg)2

3. Pourtout ¢, f(£0) = 0et f(0,¢£) = 0. Lestaux d'accroissement sont nuls, donc
dr f(0,0) = 9y f(0,0) = 0.

4. Il reste a prouver la continuité des dérivées partielles en l'origine. On a
%+ 42 y2 4yt <22 + 202 y2 4+ y%) = 2(22 + yg}ﬁ . Par I'inégalité
triangulaire,

ly| (z* + 422 32 + y4)
|6.CL’ f(xn y)l S (.i’:2 + y2)2

De méme, |dvy flz, v)| < 2|z| — 0. Les deux dérivées partielles sont donc continues en
(0,0) , etsur R2.D'aprés le théoréme de caractérisation, f est de classe (71 sur R2.

[
< 2|y| (=z,y) — (0,0)]0.

oy
5. Pour ¥ ?‘é 0, a; fl0,y) = % = —1 , et cette formule vaut aussien y = 0. De

A ot
méme, pour £ 0, Jy f(z,0) = S~ = z.Donc 3y f0,y) = —y et
dy flz, 0) = z . Ces fonctions sont dérivables, ce qui servira dans I'étude des dérivées
secondes.




Corrigé de I'exercice 6 : Dérivée le long d'un cercle

1. Lafonction f est polynomiale, donc ¢1,et ¥V flz,y) = (22 + v, = + 2y). De plus,
/(t) = (—sin £, cos £} . La régle de la chaine donne

(f o) (t) = —=(2cost +sint)sint + (cos t + 2sin t) cos t = cos2 t — sin? ¢,
Ainsi, (f o ’].f:lflit:l = cos(2t) .

2. Directement, f{’}r{t}} = (;052 t+cost sin 1 —+ sin2 t=1+ ]j sin{ﬁt} . Sa dérivée vaut
cos(2t) : le résultat est confirmé.

3. Comme sin{2t) décrit [—1,1], f prend surle cercle toutes les valeursde [1/2,3/2]. Le
maximum 3 /2 est atteintpour t = /4 ou 5w/4 modulo 24 .Leminimum 1/2 est

atteint pour ¢ = 3w /4 ou Tm/4 .Donc max = 2 en i(@:@) et min =

2 22
+(-44)

en

o8] [l

V3 V2 32 3/2 : g
4. En p = (ia 5 ) ,ona Y f(p} = (T: T) = 3p . Le gradient est donc colinéaire

au vecteur position, c'est-a-dire normal au cercle. En effet, en un extremum de f © 7y, la
dérivée (¥ f{y(t)), ¥/(t) ) est nulle. Autrement dit, la ligne de niveau de f est tangente au
cercle en ce point, comme le montre la figure ci-dessous.
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y

1.5 1 — cercle y(t) = (cost, sint)
® maximum 3/2
B minimum 1/2

1.0 -

0.5 -

—0.5 -

—1.0 1

—1.5 -
-15 -10 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Corrigé de I'exercice 7 : Gradient et tangente a une ellipse

1.Oona f(2,1) =444 =28,donc A € C.Deplus, V flz,y) = (2z,8y), dou
V f(4) = &38).

2. Posons ¢ = f —8,declasse ¢l,avec C={g =10} Comme
dg(A) = df(A)+£ 0, le théoreme du cours donne
Ta4C =kerdg(d) = {(h,k):4h +8k =0}, cestadire T4C = Ve-::t({ﬁ, —1})
.La tangente est ladroite A 4+ T4 C, d'équation 4(z —2) 4+ 8(y —1) = 0. Apres
simplification, la tangente a pour équation = + 2y = 4,

3.0na /(t) = (—2v2sint,V2cost) et V f{y(t) = (4V2 cost,8V2sin t). Leur produit



scalairevaut —16costsint + 16 sin £ cost = 0. 1l est bien nul. Sans calcul :
fly(t) = 8 pourtout ¢,donc (f o ,},:,’,:t:, — 0, et cette dérivée vaut
(V¥ fly()), ¥/(t) ) parlaregle de la chaine.

4. La direction de plus forte croissance est celle du gradient, de norme +/16 4+ 64 = 45 . Donc
u = % (1,2) et Dy f(A) = 4V5. La figure ci-dessous montre ce gradient, orthogonal a la

tangente.
3] — ligne de niveau x* + 4y’ =8 LVf(A)
—— tangente x + 2y =4 ’
2 \
1 i
> A
0
\
—1-
_'3 _'2 —I1 0 l 2 3 4

Corrigé de I'exercice 8 : Plan tangent a un ellipsoide

1.0na 14+2+3=6,donc A€ &.Posons g(z,v,z) = £2 +2y2 +322 -6, de
classe (¢1,degradient (2z,4y,62z).En A, V g(4) = (2,4,6) 0.Leplan tangent a
donc pour équation 2(zx — 1)+ 4{y —1)+6(z —1) = 0,s0it « +2y+3z =56,

2. Le gradient (2x, 4y, 6z) ne s'annule qu'en l'origine. Or g{0,0,0) = —6 ?é 0, donc I'origine
n'est pas sur & .Ainsi, dg ne s'annule en aucun point de & , et le plan tangent y est
partout défini.
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3. Le plantangenten A4 estparalléle auplan = + ¥ + z = U si et seulement si leurs vecteurs

normaux sont colinéaires. Il faut donc 2z = 4y = 62 = i pourun réel {4, c'est-a-dire

(z,v,z) = (g: g: g ) . En reportant dans I'équation de &,

1,2, 3 11 p? 144
u2 [+ +45) = i = 6, donc pu2 =t
Ainsi, = :I:%,et les points cherchés sont :I:JL— .

1
tangent a pour équation £ + % + 2% = ¢,avec ¢ = =+ 6+3+2 . Donc les plans tangents

11
sont r+y+z=Vilet z+y+z=-VIl.

—

(6, 3, 2) . En ces points, le plan
&

Corrigé de I'exercice 9 : Plan tangent a la selle de cheval

1. Posons g(:t:, Y, z:l = £ — yg — z, polynomiale donc ¢l .Alors & = {g = D} et
V g = (2z, —2vy, —1) . La troisitme composante vaut toujours —1, donc dg ne s'annule
jamais, en particulier sur & .

2. Aupoint M = (a,b,a2 — bg} , le vecteur (2a, —2b, —1} est normal au plan tangent.
L'équation est 2a(r —a) — 2b(y —b) — (z —a? + bg} — 0. En développant,
Pop:z = Eaax—ﬁby—ag—i—bg.

3. Pour ¢ = b = 0,onobtient Pp0:2z = 0. Unpointde &M Ppoo vérifie z = 0 et
2 —y2 = 0,so0it (x—vy){z+y) =0.Donc &M Py estlaréunion des droites
{v==2x,2=0}et {y¥ = —x,z = 0}.Leplan tangent traverse la surface : I'origine

n‘est ni un maximum ni un minimum de  x2 — 2,

4. Pour g = b = 1,onobtient P11:2 = 2z —2¥ . Unpointde & estdans P11 siet
seulementsi £? —y? = 2z — 2y, cest-adire (x — Yz +y—2)=0.5 T =y,
alors z =0.Si £+vy = 2,alors z = 2r —2y.Donc & M P11 estla réunion des

- _ _ I . .
droites {z = vy, z = 0} et {!y =97 =25 — gjgy}, qui se coupent au point de
contact (1,1, 0}.

La figure ci-dessous représente la selle, son plan tangent horizontal en I'origine et les deux droites
d'intersection.



 selle z=x?—y?
.| plantangentenO:z=0

= [ntersection : y=xx
]

Corrigé de I'exercice 10 : Equation de transport et changement
de variables linéaire

1. L'application 10 est linéaire, de matrice ([Haa}r?‘] g g 1_3) , de déterminant 2 ?é 0. Elle est

donc bijective. Si u = 2z — 3y et ¥ = ¥, alors = = (u + 3v)/2. Ainsi,

P ) = (S5,

2. Lafonction g = f o ’c,b_l est (71, comme composée de fonctions ¢7'1 . Parla régle dela
chaine,

8y g(u,v) =39, flz,y) + 8y flz,y) =

]

(80, f+20yf)(x,v)
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(£, v) = ¥ H(u,v) . Ainsi, 3,9 =1(38,F+208yf)oy L.

3. Comme 'c,b_l est une bijection de R2, f vérifie {S} si et seulementsi d, ¢ = 0 sur R2
. Dans ce cas, pour 1t fixé, v — g{u, v} a une dérivée nulle sur I'intervalle R . Elle est donc
constante, et g{u, v) = g{u, 0) = A{u),avec h declasse (1. Réciproquement, toute
fonction g{u, v) = A(u) convient. Enrevenanta f = g o 10, les solutions sont les

flz,y) = A2z - 3y), avec h € CL(R,R).

4. La condition f(x,0) = A{2x) = sin z impose hA(u) = sin{u/2). Donc
fle,y) = gin(;r; _ %y) . On vérifie: 3 cos(-) 4+ 2 x (—% ) cos(-) = 0.

Géométriquement, les solutions sont constantes sur les droites 2z — 3y = ¢, dirigées par
(3,2) .Eneffet, (&) sécrit Dz f =0,

Point de méthode : pour une équation & d. f + 5 dy f = 0, on choisit une nouvelle variable
constante le long du vecteur {oe, ,3} ici u = 2z — 3y, et une seconde variable qui compléte en une
base.

Corrigé de I'exercice 11 : Coordonnées polaires sur un demi-
plan

1. Pour (1;8) € V,ona rcog8>0,donc #(V) C U . Soit (z,y) € U etposons
r o= m;}ﬂ 8 = arctan(y/x) € |—w /2, 7/2[. Alors
COSS—mzr,car z>0,et gind = tanfcosd = .Donc
#(r;0) = (r,y) . Inversement, si #(r;8) = (z,y) ,alors r = ~.*g;~3 + y2 et
tan @ = y/xz , ce quidétermine @ dans |—m/2,w/2[. & estdonc bijective de 1
sur [J.Enfin, & etsaréciproque ont des composantes ¢71, obtenues par opérations sur des
fonctions usuelles ( £2 + y2 >0 et = ?é 0 sur 7).

2. Parlarégle de la chaine, avec (z,vy) = #(r8) : d, g9 = cos8 3, f +sind dy | et
dpg=-rsind d, f+rcosd dy f.Ansi, r3,9g=(xd,f+ydyf)lod et
Ogg=(zdyf-yorf)od.

3. Comme < est bijective, I'équation équivauta r d,. g = rd sur ¥, c'est-a-dire
Op (g —72/2) = 0.Pour 4 fix¢, r — g(r8) —r2/2 estdonc constante sur l'intervalle
10, +oo[ . Ainsi, g(r8) = r2/2 4+ @), 00 @) = g(1,8) —1/2 est 1 .0nrevient
a f =go 1 eton pose ¥ = @ oarctan , declasse ¢l sur [R.On obtient



2 -I—yg

f{:t?, y} + X( ) Réciproguement, pour une telle fonction, x 5‘3: + Yy 8‘y

appliqué a ;{(y/:ﬂ} donne s/ (y /) (_% 4 $) — 0, etappliquéd (x2 + y2)/2 donne
2 + y2 . Les solutions sont les flz,y) = z2 + v? —+ X( ). avec w Cl{lﬁ, R) .

Corrigé de I'exercice 12 : Fonctions homogeénes et relation
d'Euler

1. Fixons = € U.Pour t>0, tx € U et f(tz) = t° f{r). Le membre de gauche est
dérivable en £ par la regle de la chaine, de dérivée df{tﬁ) ':j::' - Z *y J; f{t‘ﬂ:} . Celui de

droite a pour dérivée & t@ — 1 f(x) . En t = 1, on obtient la relation d'Euler

S 5, 8 @) = o £2).

=1
2. Lafonction ¥ est dérivable sur 0, +co| et

W@)=—ﬂtﬂ”*f@$%+fa§:$i@f@$)=tﬂ”*(}:@fﬂaiﬂmﬂ—af@$0~

7

La relation d'Euler au point £z montre que la parenthese est nulle. Ainsi, % est constante sur

lintervalle 10, +oo[ ,et @(t) = (1) = flz).Donc fltz) = t® flx) : [ est

homogeéne de degré .

3. 0na fltz, ty) =t f(z,y) pour t>0 : f esthomogéne dedegré 1 . Calculons

5 f= 3z2(z2 + ¢?) —2z(23 +¢3) 2%+ 32242 2zy3
* (22 + y2)* (2+y)
yd + 3rdy?d —Axd y

et, par symétrie des roles, dy f = . Alors le numérateur de

(22 + y2)?
0, f+y oy fvaut 294+ 23y2 + 2243 + 45 = (23 +y3) (22 +y2) . 0n
obtient bien =z d, f +y dy f = f.

4. Soit f homogene de degré 1 sur [R™ et différentiable en (. D'abord,
f(0) = f(2-0) = 2 f(0) ,donc f(0) = 0. Ensuite, pour & fixé,

D, {0 = lim 15 = f&).0r D, f0) = dfO@. donc f = ) est

linéaire. Pour notre exemple prolongé, f(1,0) =1, fO,)=1let fLY) =1£2: f
n'est pas linéaire. Donc le prolongement n'est pas différentiable en {D, D} . Pourtant, il y est

- =l + |yf®
contin, <ar | £(z, )| < o < Il + bl
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Corrigé de I'exercice 13 : Différentielle du déterminant

_ 0 &b _ (P11 hy
1. Pour 4 = ([Hra;r.]c&d,}) et H = (hg h.}})’ona
det(A+H)=detA+(ah4+dh1—bhg—ch2)+(h1h4—h2h3).

Le dernier terme est un G{IHIZ} = o(H ). Donc
d{det)(A)(H) = d h1 —chy —bhy +a hg . Parailleurs,

com{A) = ([Ear;r?] Ciég’:&_gﬁ),et la trace de com{A}T H vaut
Z com{A}@- Hy=dhi—chy—bhz+ahs g geux expressions coincident.
4]

2. L'application {Cl,. - Gn:l — det(f_’fl, - Cn:l est 7.-linéaire. D'apres le cours, elle est
différentiable, et sa différentielleen {C7,. .. Cyp) appliquéed (H7,... H,) estla somme
annoncée. Comme A — {Gl, ey Cn:l est linéaire, la regle de la chaine donne

n
d(det}{A}(H:l - z dEt{CI!' " H_f.lli' T Cn:'.Pour A = In, Cé = E.é-En
—1

J
développant det(ey, ..., H j,.. . ep) selonleslignes * ?é 7, on trouve le coefficient & 4y
Donc d(det)(I,)(H) = Z H,; = tr H.
2

3. Ona det(d + H) = det{d) det(I, + A—1 H).or
det(f, + K) = 1+ tr K + o(K') d'apres la question 2. Avec K — A—1 ff,ona
K| < |A—1|H]|,donc o(K) = o(H). Ainsi,
det(A + H) = det A + det(A) tr{ A~ H) + o(H) , d'ol
d{det)(A)(H) = det(A) tr(A~1 H). On retrouve la formule
com(A)T = det(4) A1,

4. L'arc E(t) = exp(tB) est dérivable, de dérivée B exp(tB), etil est a valeurs dans
GL,(R), dinverse exp(—tB) . Par la régle de la chaine,
§'(t) = d(det)(E(t))( B E(t)) = det(E(t)) tr( E(t)™F B E(t) ) = tr(B) 6(t),

car deux matrices semblables ont la méme trace. De plus, 6(0) = det I, = 1. Par unicité de
la solution de ce probléme de Cauchy linéaire, det{exp(tB)) = et tr 5.



Corrigé de I'exercice 14 : Différentielle de l'inversion matricielle

1. L'ensemble GLH{IR) = det_l{[ﬁ*] est I'image réciproque d'un ouvert par une application
continue : il est ouvert. Ensuite, @(Ad) = m com(A)T . Chaque coefficient de  p(A)
est un quotient de polynémes en les coefficients de A , & dénominateur det A ?é 0. Ses
dérivées partielles existent et sont continues, donc % est de classe (1.

2. L'application A — A @(A) estlacomposéede A — (A, @(A)) etdu produit, bilinéaire.
Sa différentielleen A estdonc H — H @(A) + A de(A)(H).or A p(d) = I, est
constante, de différentielle nulle. Ainsi, A de(A)(H) = —H A~L.En multipliant & gauche
par A—1, dp(A)(H) = -A-1H A1,

3. Posons B = A 4 H ,inversible. D'abord,
Bloa-l= B4 -B)A—1l = -B~1 & A—1 Ensuite,

BloA g A tg A=A l—BYgAt=B1Hg A g A
en réutilisant I'égalité précédente. L'identité est démontrée. Comme ¥ est continue,

B—1 3 4—1 quand H — 0.Donc |B—1| < 2|A—1| pour H assez petit, et le reste
est majoré par 2 |J¢1L—1|3 |EH |2 = o(H'). On retrouve dp(A)(H) = — A1 A1,

4. Le produit étant bilinéaire, (A + H)? = A2 + AH + HA + H2, et |H2 < |H?.
Donc d{d — AE}{A}{H} — AH + HA ,quidifferede 2AH si A et H ne
commutent pas. Ensuite, 4—2 — @(A)E . La regle de la chaine et la regle du produit donnent

de(A)(H) ¢(A) + ¢(A) de(A)(H) . Ainsi
dA - A (A)(H)= -A"1HA 2 A2 A1,

5. Par la regle de la chaine, ( pr—1 )F{t} — _M{t)_l M) M{j}_l. Pour I'exemple,

M{t)_l = ([l"-,.a,a,j,?'?] é %: l_t ) , de déri:gfe ([l"-,la,a,j.?'?] g g []_1 ) . Par ailleurs,
M'(t) = N ,avec N = ([Rra@r?] 8 o é ,}) .Oncalcule pAf—1 v = IV, puis

N M-l =N .Donc —pr—1 Ny pMr—1 = — V. Les deux calculs donnent
([Haajr?] 0& —1 ) .
0&0

Corrigé de I'exercice 15 : Produit vectoriel et loi des aires

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

. Le produit vectoriel est bilinéaire sur 2 x R2, de dimension finie. D'aprés le cours, B est
différentiable et dB(a,b)(h, k) = A Ab+a Ak .

. Larc t — (y(t), ¥/(t)) est dérivable, de dérivée (~/(%), y//(t]) . Par la régle de la chaine,

(Y Ay (8) = y/(8) Ay!(E) + y(t) Ay (2),

or 4/ A~/ =0.Donc (f}rfaf}r-’)f:f}rfaf}r”.

. Si y(t) estcolinéairea -y(t),alors () A y/(t) = 0.Ladérivéede L estdoncnulle
sur l'intervalle [, et I, est constant. Ensuite,

(), L) = (@), v(®) A/ (8)) = det(y(t), ¥(t), /() = 0. Ainsi,si L#0,1la
trajectoire est contenue dans le plan vectoriel 7.

.Ona /(t) = (—sint,2cost,0) et y/(t) = (—cost, —2sint, 0) = —y(t) :
I'hypothése est vérifiée. Puis L = -y A ¥/ a ses deux premiéres composantes nulles, et sa
troisiéme vaut cost X 2cost — 2sint x (—sint) = 2.Donc L = (0,0,2) ,etla
trajectoire est dans le plan z = (. L'aire balayée entre %] et 7 vaut % ¥ 9% (tg — tl:‘ )
soit T — 17 : des durées égales balaient des aires égales. La figure ci-dessous le montre sur deux
intervalles de durée (0,8 .



- trajectoire y(t) = (cost, 2sint)
aires balayées en 0,8 s : égales a2 0,8
21 Y'(t)
1 -
> y'(t) = =}(t)
0 - ®
_]_ g
_2 .
-2 -1 0 1 2
X

Corrigé de I'exercice 16 : Inégalité des accroissements finis

1. La fonction f estun produit de fonctions (71, doncelleest ¢1.0Ona
V flz,y) = (cos z cosy, —sin = sin y) . Ainsi,

2

'V f(=, y)\g = cos2z cos?2y +sin? zsin?y < cos?2z +sin? ¢ =1,

car cos2y < 1let siny <1.Donc |V flz,y)| <1.
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2. Lesegment ¥(t) = a +t(b—a), t € [0,1], estdeclasse 1, dedérivée b —a .
D'apres le théoreme d'intégration le long d'un arc,

1

F6)=f(a)= [ (V fla+t(b—a)b—a)dt
0

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la question 1, l'intégrande est majorée en valeur absolue par

lb — al.Donc |f(B) — fl@)] < b —al.

3. Prenons & = {0,0) et &b = (%,0) avec ¢>>0.Alors |f(?§:§|(a)| — Sil; b _, 1 quand

t — 0. Aucune constante % <1 ne convient donc : la constante 1 est optimale.

4. Il suffit d'appliquer la question2a a = (=, ¢/} et & = (z, y) , avec la norme euclidienne.
On obtient I'inégalité demandée.

Corrigé de I'exercice 17 : Dérivée partielle nulle sur un ouvert

non convexe

1. La demi-droite I = {0} x [0, +oo[ estfermée, donc TF = R2\ D est ouvert. Montrons
que tout point  (z,y) de U sereliea 2 = (0,-1).Si z# 0, le segment vertical de
(z,v) & (z,—1) évite D, carson abscisse est non nulle. Ensuite, le segment horizontal de
(z,—1) & 2 évite D, carsonordonnée est négative.Si x = 0, alors ¥ <0 etle
segmentde (0,v) & {2 estinclusdans {0} x ]—oo,0[ C U . Ainsi, U/ est connexe par
arcs.

2. D'apreés le théoréme du cours, sur un ouvert connexe par arcs, j est constante.

3. Etudions f au voisinage de chaque point P = I:SEU, yU) de Ir.Si Ty< 0, ousi
g =0 (alors ¥y <0)0usi ¥g<0U, alors f estnulleauvoisinagede 2.Si T3>0,
alors au voisinage de P, f(z, y) = max(y, []:12 .0y — max(y, []}2 est de classe
1, dedérivée 2Zmax(y, 0) . Dans tous les cas, les dérivées partielles existent et sont
continues au voisinagede P,avec d; f = 0.Donc | estdeclasse (1 sur [J et
dr f = 0.pPourtant, f(1,1)=1et f(-1,1) =0 : f nedépend pas quede Y.

4. Fixons ¥ etnotons fy = {$ ry) e W } , qui est un intervalle. La fonction
z — gz, y) estdérivable sur Iy ,dedérivée I, glx,y) = 0. Elle est donc constante
sur cetintervalle :  g{xz, ¥} = k{v) . Ainsi, 7 ne dépend que de ¥.Pour IJ, lasection



{:t: : {:J:, 1:1 =i } — R* n'est pas un intervalle : c'est pourquoi le contre-exemple de la
question 3 est possible.

Point de méthode : la connexité par arcs suffit pour conclure quand toute la différentielle est nulle. En
revanche, pour une seule dérivée partielle nulle, il faut des sections convexes dans la direction
correspondante.

Corrigé de I'exercice 18 : Espaces tangents a la sphere et aux
groupes de matrices

1. Soit w € T S et ¥ unarcassocié. Pour t voisinde 0, {y(t), ()} = 1. Le produit
scalaire est bilinéaire, donc on peut dériveren 0 : 2 { «/(0}, v(0) ) = 0, c'est-a-dire
( U, T ) = 0. Réciproquement, soit vy € x-L.Si w = 0, I'arc constant convient. Sinon,
posons (t) = cos(tivi) = + sin(tiul) f; . Par le théoréme de Pythagore,
|’}f{t}|2 — cos? +sin? = 1.Deplus, ¥(0) = = et 4/(0) = w.Donc T,5 = zL.

2. Posons g{zr) = 1x12 —1,declasse 1 ,avec dg(z)(h) =2(=z,h) . Pour £ € 5,
dg(z)(z) = 25 0. Lethéoreme donne ', S = ker dg(z) = z-L.

3. Soit A € Tr_ On(R) et ¥ unarcassocié. On a f}r(th v(t) = I,,.L'application
M — MY estlinéaire et le produit est bilinéaire. En dérivant en (1, on obtient
f}r*’{[]jT ¥(0) + T{D}T /{0y = 0,s0it AT 4 A = 0. Réciproquement, soit A

antisymétrique et y(t) = exp(tA). Alors
»}r{t}T — e}{pl:tAT:l — e}{p{—tA:] — f}r{t:l_l , donc ’}flit:l c Gn(R} . De plus,

Y/(0) = A . Ainsi, T On(R) = A, (R), de dimension ﬂ(ﬂg—lj

4. Posons g(M) = det M —1,declasse (1 .D'apres l'exercice 13, dg{I,)(H) = tr H
, forme linéaire non nulle. Le théoréme s'applique donc et
Tr,SLy(R) = {H € M,(}):[\matathrm?]tr H = 0 } , hyperplan de dimension
2
ns —1.
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corriaé de I ice 19 : E l l t sinauli

1. Soit v = (h,0).Larc ~y(t) = (th,0) estavaleursdans X ,avec ~¥(0) = O et
¥/(0) = v.Donc v € Ty X , etdemémepour (0, k). Ansi, X C TogX .
Réciproquement, soit 7§ = {’}’1, ’}’2} a valeurs dans X , dérivableen (0, avec ’]-fI:D:l = 0 et
¥'([©) = (h, k). Aors ¥{(E) ¥9(E) = 0, et TlT(tj _ ’T?Tr:tj _ g pour %3 0.En passant2
la limite, hk = 0,donc (h, k) € X . Ainsi, TgX = X, quin'est pas un sous-espace
vectoriel : (1,0)+ (0,1) = (L, 1) ¢ X .

2. ona dg(z, y)(h, k) = yh + ok, donc dg(0,0) = 0. L'hypothese dg(x)+ 0 du
théoreme n'est pas satisfaite : I'origine est un point singulier de X .

3. Par la définition : X coincide avec I'axe R x {0} surla boule de centre (1, 0) et de rayon
1/2 .Unarcdans X passant par {1, Eljl reste, pour f petit, dans cette boule par continuité.
Il est donc de la forme l:’}’llii:l, 0) , de vecteur dérivé (’}“i@l, 0) . Inversement,
¥(t) = (1 + th, 0) convient pour tout k.Donc T(10) X = Rx {0} . Par le théoreme :
dg(1,0)(h, k) = k estnonnulle,et T(1,0) X = ker dg(1,0) = Rx {0} ,

4. soit y(t) = (a(t), |a(t)|) unarc avaleurs dans ¥, dérivableen 0, avec a{0) = 0.La
fonction & = |a| estdérivableen 0, avec &{0) = 0 et b > 0.Donc b(t)/t > O pour
t>0 et b(t)/t <0 pour < 0.Enpassantalalimite, & (0) = O.Ensuite,
la(e)/t| = b(t)/|t| = 0, donc a/{0) = 0. Ainsi, TonY = {{D, Djl} : le coin de
¥ interdit toute direction non nulle.

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme : différentiabilité des

normes usuelles

1. Soit v O0.Pourtoutréel ¢, IN(tw) = || N(v),avec N(v)> 0. Le taux

N(tw) t— N(D) vaut IN{v) pour £>0 et —IN{u) pour % < 0.l n'adonc pas de limite

en 0,et D, IN(0) n'existe pas. Aucune norme n'est différentiable en 0.

2. Supposons ab ?‘é 0 etnotons € = sgn(a), &7 = sgn(b). Surla boule de centre (g, b) et
de rayon min(|a|, |B]) pour Ny, T et ¥ gardentlessignesde @ et §.Donc
Ni(z,y) = €; T + €4 Y yestlinéaire, et IN1 est différentiable en (a, b), avec

V Ni(z,b) = (sgn a, sgn b). Supposons maintenant @ = 0, avec b quelconque. Alors



t — IV1(t,0) = [t| + [b| n'est pas dérivableen 0, donc &, IN1(0, ) n'existe pas. De
mémesi b = O .Ainsi, N1 est différentiable en (a,b) si et seulementsi ab 0.

. Supposons |a| > |b| . Par continuité, || > |y| et T alesignede @ auvoisinage de (a, b).
Donc N, (z, ¥) = sgn(a) © yestlinaire, et dN (g, b)(h, k) = sgn(a) A . De méme,
si. |b| > |a|, dN (e, b)(h, k) = sgn(b) k.Supposonsenfin |a| = |b| = c.Si ¢ =0,
la question 1 conclut. Si ¢ >0, posons v = (sgn a, 0). Pour [t|<c,
lo +tsgnal = ¢+t ,donc Ngfa,b) + tv) = max(c + £, ¢) . Cette quantité vaut
¢+ 1% pour t>>0 et ¢ pour t <0 :lesdérivées a droite et a gauchevalent 1 et 0.
Donc IV, n'est pas différentiable quand |a| = [3].

. D'aprés l'exercice 4, IV est différentiable exactement sur R2\ {0} . Géométriquement,
IN'{ n'est pas différentiable sur les deux axes, [V ., sur les deux diagonales
Y= 4 =, et Ny seulement en I'origine. Ces droites passent par les « coins » des sphéres
unités, comme le montre la figure ci-dessous.

.Si abs 0,alors dN1(a, b)(a, &) = sgna) o +sgn(b) b = |a| + [5]. Donc
dN1(p)(5) = N1(p).Pourunenorme IV différentiableen p 3= 0,ona
N1+ 9p) = (1439 N(p) pour |s|<1.ainsi, M2+ 5? — N(p) _ N(p) eten
faisant tendre 5 vers ( onobtient dIN{p)(p) = Dp N{p) = IN(p). Clest la relation
d'Euler de I'exercice 12, en degré 1.

N1i(x,y) = |x| + |y| N.(x, y) = max(|x|, [y|)
= sphére unité de N, = sphére unité de N..

1.5 1 = [\l; Nnon différentiable 1.5 1 = [\, Nnon différentiable
1.0 1.0 -1
0.5 A1 0.5 A1

> >

0.0 ¢ 0.0 1
—0.5 1 —0.5 A
—1.0 1 —=1.0 A

_1.5 L T T _1-5 L T T T

-1 0 1 -1 0 1

X X
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Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : fonctions radiales

1. Tout (z,y)F# (0,0) sécrit (rcosf,rsind) avec r = \/z2+y2>0 et § un
argumentde = + 2y .Donc & est surjectivede |0, +oo[ x R sur U .Ensuite, & est
1 avaleursdans 7 ,donc g = f o & est (1 .Comme dans I'exercice 11, la régle de la

chainedonne dgg =(x dyf —y oy flod et rd,g=(x0,f+ydyfled.

2. Supposons (i). Alors dg g = 0 sur |0, +oo[ x R .Pour 7+ fixé, & — g(r; &) estdonc
constante sur l'intervalle R. Ainsi, g(r;8) = g{r;0) = f(;0).Posons h{r) = f(r,0), de
classe ¢l comme composée. Pour (x,vy) € U, écrivons {xz,y) = &(r; ) avec

r = /o2 +y2. Aors  f(z,y) = g{r, 8) = A{r), ce qui prouve (ii). Réciproquement, si
f = h o INg, laregle de la chaine et I'exercice 4 donnent 3, f = hf{r} I et
dy f = h,”(r} ,JE, Alors y 3, f —x dy f = 0. Les deux propriétés sont équivalentes.

/
3. Le calcul précédent donne 7 f{:t?, y} — hr':ﬂ {:F’ y} : le gradient est radial. Les lignes de

niveau { f= c} sont des réunions de cercles centrés en I'origine, puisque f ne dépend que
de 7 .Le gradient, radial, est bien orthogonal a ces cercles.

4, Pour f =hoNg,ona zd,f+ydyf = rh’(r}. L'équation devient
r /() = r2h(), soit A'(r) = r h(r) sur 10, +oo . Cette équation différentielle linéaire
a pour solutions h{r} = e’ 2, Réciproquement, ces fonctions conviennent. Les solutions

2 2
sont les f($1y}:{:fexp($ -gl-y ), CeR.

5. Soit f solution. Alors vy @, f —x Oy f = ydrr——asry = 0 ,donc f estradiale d'aprés la
/
question2: f = h o N . La question 3 donne alors hf"ﬂj — La soit h’{r} = ?ﬂ% et
T
}1@ = _,l,l, . Réciproquement, v(_%) — lg . w convient. Les solutions sont les
T

1
f{a:, y} = — ﬁ' ' € [. On pouvait aussi conclure directement : I est connexe

par arcs, donc deux solutions difféerent d'une constante.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : un champ qui n'est pas un
gradient




p—2y?  y?—gl
Py o2
.Donc Oy P = 3d,.C sur UJ.

= et

1. Notons p = 52 +y2.0na gy P = —
02 T p2

a;rQ:

2. L'arc Y est (¢1,avaleursdans U7 ,avec ¥(0U) = (1) = (1, 0). D'aprés le théoréme
d'intégration le long d'un arc,

or V(&) = (—sin 2w t,cos 2w t) et /(t) = 2 (—sin 27 ¢, cos 2w ¢} . Leur
produit scalaire vaut 241 , donc l'intégrale vaut 2 ?é 0 . C'est une contradiction: V" n'est
le gradient d'aucune fonction (1 sur J.

3. Sur H, f[jest ol et

_ ~y/z? _ Y _ 1/z _ r .
amf0—1+y2/£2—£2+y2’ 6yf0—1+yz/£2—£2+y2

Donc V f,j =V sur H.Si f estuneautre solution, alors d(f — f,:]:l =0 sur H.Or
H est convexe, donc connexe par arcs. Par conséquent, les solutions sur H sont les
f[:] + Cl C E [Rl

4. Ona 1 > |z|,avec égalité si et seulementsi ¥ = 0.Donc = +7r > = + |z| > 0.De
plus, = +r = 0 impose ¥ = 0 et x < 0, c'est-a-dire un point retiré. Ainsi, = +r >0

sur 77/, et @ yestdeclasse ¢l .Posons s = 7 _glr_ pm .En utilisant r2 = 2 + yg, on
drir+
obtient 1 4 s2 = ﬁ donc 1_552 =z i— ~ . Ensuite, avec 3yr = z/r on
N T
trowe Jp5 = ———— . Deméme, Jys = ern-vir setn s En
TT Tl 4 ’ ys__ (x+r)*  rz4+r)? vt
multipliant par < ;',' " onobtient 3,08 = T—g = Pet Oyl = T% = Q : V estun

gradient sur i’ .

5. La condition dy P = 9, @ estlamémesur U, H et fr/.Pourtant, ¥ estun
gradient sur A etsur 77/, mais pas sur [J . La différence tient a la forme du domaine :
{J contient un lacet qui entoure I'origine, alors que 7/, fendu le long d'une demi-droite, n'en
contient pas. La fonction @ est une détermination continue de I'angle polaire, qui ne peut étre
prolongée continliment a tout 7 .

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : calcul différentiel, cours de maths spé
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A maitriser avant : Compacité, connexité par arcs et dimension finie, Fonctions vectorielles d'une
variable réelle

Chapitre précédent : Exponentielle de matrice et systemes différentiels

Chapitre suivant : Fonctions de classe C”k et optimisation
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Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/calcul-differentiel-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/calcul-differentiel-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/compacite-connexite-dimension-finie-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/fonctions-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/fonctions-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/exponentielle-matrice-systemes-differentiels-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/optimisation-classe-ck-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/calcul-differentiel-espaces-normes-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

