Corrigés des exercices de maths en L3

Calcul différentiel

Corrigé de I'exercice 1 : Différentielle d'une forme quadratique

1. L'application B estlinéaireen I eten Y. De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|Blz,y)| < 1Azl |y < |Alz1 |y : elle est donc bilinéaire continue. Or g{z) = B(z,z) est
la composée de & —+ (x,x), linéaire, et de B . Par la régle de la chaine et la différentielle
d'une application bilinéaire,

dg(z)(h) = B(z,h) + B(h,x) = ( Az, h ) + { Ah, z).

Enfin, { Ah,z ) = {(h,tAz ) Ainsi dg{z)(h) = ((A+*A)z, h).
2. Par définition du gradient, ¥ g(z) = (A +*A)x , soit 2Ax lorsque A est symétrique.

3. D'unepart, A +tA = ([Rra@r?] 3 i!?’}) donc {A+tA)(1,—1) = (0,—4). D'autre part,

glz,y) = 2 4 2xy 4 3y2 apour dérivées partielles 2z+2y et 2z+6y .En (1,-1},
onretrouve (0,—4).Donc ¥ g(l,-1) = (0,—4).

4. Lafonction t — {w(t),v(t)) estlacomposéede t — (u(t)u(t]) etdu produit scalaire,
bilinéaire. Par conséquent sa dérivée vaut { w/(t), v(t) ) + ( ult), v/ ()} .Si
[u(®)|? = (ult)u(t)) estconstante, sadérivée 2{ w/(t), u(t)) estnulle. Donc
u/(t) L u(t) pourtout t.

Corrigé de I'exercice 2 : Matrice jacobienne d'une application
de R2 dans R3
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1. Chaque composante est obtenue par produits et composées de fonctions polynomiales, de
I'exponentielle et du sinus. Ses dérivées partielles existent donc et sont continues sur 2. D'aprés
le théoréme du cours, [ estde classe (71 sur [R2.

2. On dérive chaque composante par rapporta &, puisa ¥ :

2xy 2
Jf(.ﬂ'ij) — Em_y —Em_y .‘J}
ycos(zxy) xcos(xy)

3. En (L,1) , ona 0 = 1et cos(l).Dou Js(l1) = (-:o%sl % Cos 1) . Donc
(A = (2htk,
Jh‘_kz
(h+kK)cos 1)

4. Posons y(t) = (t2t)  desorteque g = fo-y.0na (1) = (1) et /(1) = (2,1).
La régle de la chaine donne  g/(1) = df{(1,1)(2,1) = (5,1, 3cos 1) . Vérifions directement :

g(t) = (15, et?~, sin(t3), donc g/(¢) = (5¢% (2t—D)et?~, 3t2cos(¢3)) .En ¢ = 1,
g'(1) = (5,1,3cos 1}, comme prévu.

Corrigé de I'exercice 3 : Dérivées directionnelles sans
continuité

1. Ona (x?- |y|}2 > 0,donc 2x2y| < =% 4+ y2. Pour (z,y) ?é (0,0) , on en dédut
|flz,u)| < %.Ainsi [ est bornée par

E .
_ t3a2b _ _ta?b :
2 Pj:i; ;E:é 0. fl:ﬁﬂ&,ib:l T opdgd 4 p2p2 T p2444 52 Si 'E'?é 0, alors
4, ﬂgb ag . _
t :t2a4+bz_>€'5| b = 0,alors a%Det f{tgj[:l:]_D.Donc

D,f00) =% si b#£0,et D,f00)=0si b=0.

3. On trouve D(ljg)fliﬂ,[]:l =0 et D(Ujljf{[],[j:l = 0 . Si I'application était linéaire, elle serait
nulle. or D1, 1)f(0,0) = 1. L'application v — D,,f(0,0) n'est pas linéaire.



4. Pour ?é 0, flrz?) = E.ir_i = % .Quand z — 0, lepoint (zr,z2) tend vers l'origine

alors que f reste égale a % ?é f{[],[jj . La figure ci-dessous compare deux chemins d'approche :

le long de la droite % = &, la limite est bien [ ; le long de la parabole, elle vaut % . Donc f
n'est pas continue en {D,D} , a fortiori pas différentiable. La question 3 donnait déja la non-
différentiabilité.

0.84 —— lelongdey=x?:f(x,x*) =1
X

— lelongde y=x: f(x,x) =

06_ xc+1
O —
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Point de méthode : pour prouver qu'une fonction n'est pas différentiable, cherchez d'abord une
discontinuité le long d'une courbe, puis testez la linéarité de v — D, f{a) .

Corrigé de I'exercice 4 : Différentielle de la norme euclidienne

1. Posons gfx) = { z,r ). D'aprés l'exercice lavec A = I, dg(z)(h) = 2{zh ) . Sur

IRR\{D] , @ estavaleurs dans ]D,—I—m[ , oU la racine carrée est dérivable de dérivée 5

2 x,h h
la régle de la chaine, IN = = o g est différentiable et dIN(z)(h) = Ei‘% = {;}2}.

||_l

. Par

4'-..|

)
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2. Supposons IV différentiable en (. Alors, pour # 7/: 0, w — @lhli aurait une

limite quand ¢ — 0. Or cette quantité vaut |Aly pour ¢ >0 et —lhly pour £ < 0.Donc
N n'est pas différentiableen .

3. Le gradient V N{:t:) = ”ffr—b est continu sur [Rﬂ\{[]] comme quotient de fonctions continues.
Ainsi IV estdeclasse ¢71 sur cet ouvert. Ensuite, Cauchy-Schwarz donne
|dN(xz)(h)| < |hly, avec égalité pour h = x.Par conséquent |dN(z)| =1 pour tout
T ?é 0.

Corrigé de I'exercice 5 : Différentiabilité de la norme infinie

1. Comme |IIG| = Iy[:,l > 0,ona g ?‘é 0 . Par continuité, il existe une boule ¥ centrée en
(#oyq) surlaquelle |z]>|y| et = alesigne & de Tp.Sur ¥V, Ngoley) = ez,
fonction linéaire. Donc IV ., est différentiable en {a:,j,y[]} et
de{xﬂ,yD}{h,k} = € A, Par symétrie, si |y0| > |®g| , on trouve
dNoo(ﬂ:D:yg:”:h:k} = Sgn{yo} k.

2. Pour |t| assez petit, 1+th >0 et 14tk > 0. Donc
Noo(1+thl+tk) = 1+ max(thitk).si ¢ >0, max(th,tk) = tmax(hk) ;si
t <0, max(th,tk) = tmin(h,k) . La limite a droite vaut mazxc(h,k) et la limite a
gauche vaut min{h k).

3. Si N était différentiable en (1,1}, la dérivée selon (k%) existerait pour tout vecteur. Or,
pour (h,k) = (1,—1), les limites & droite et & gauche valent 1 et —1. La figure ci-dessous
montre ce point anguleux : £ — IV oo ((1,1)4+#(1,—1)) = 1+[¢|. Donc N, n'est pas
différentiable en (1,1} .



— (t) =Na((1, 1)+ t(1, = 1)) =1+ |t
2.0 ---- pente a droite : +1
---- pente a gauche : -1
1.5 -
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4. En {D,D} , IN ., est positivement homogeéne de degré 1 : comme pour la norme euclidienne,
N (tw) _ H
|$[]f = |y0| t: a>0,et g¢&! lessignesde Tpet Y. L'application
S(z,y) = (e =, e’ y) est une isométrie linéaire pour IV o, , et {:J:U,y[j:l = a S(1,1} . Ainsi
Nm((:n“o,ym}—l—tw) —a Nm({l,l}—i—%.ﬁ’{w}) . La question 3 montre alors I'absence de

différentiabilité. L'ensemble cherché est [l@,y} || |y|}

Nm,&,} n'a pas de limite. Soit maintenant (ﬂig,yg) avec

Corrigé de I'exercice 6 : Puissances et trace sur un espace de

matrices

1L pPour p=1, f;=1d et Effl{M:l(H:l = H | ce qui correspond & la formule. Supposons
le résultat vrai aurang P.Ona fpy1(M) = P(M, fP{M}) o PX)Y) = XY est
bilinéaire continue, car | X ¥ | < |X||¥|. Par la régle de dérivation d'un produit,

—1
df pi(MY(H)= HM? + M df,(M)(H)=HM? + pz MitLE prp-1-4
=0
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P | |
Enposant § = 141, onobtient df py1(M)(H) = > MIHMP™I cequiachéve la
3=0
récurrence.

2. La trace est linéaire, donc &g, (M) = tr odf (M), Deplus, tr(XY) = tr(YX)
donne tr{ MTH MPTI™Y) = 4r(MP I MH) = tr(MPTIH) . Les P termes
sont égaux. Donc  dg,(M)(H) = p tr{MP_IH} :

3. Oncherche G telleque tr(tG) = p tr{MP_l}H} pour tout . Il suffit de prendre
tG = pMPL. Ainsi Vgu(M) = pt{Mp_ljl.

4. Oncalcule MH = ([Hrajr?]% e ,}) et HM = ([yra@r?]? gf,}) . Donc

df (M) (E) = (\ray?] 5 g 0 }). alors que 2MH = ([\ray?] 2 & 0, tes deux

different, car A et H ne commutent pas.

Corrigé de I'exercice 7 : Différentielle de l'inversion matricielle

1. Le déterminant est une fonction polynomiale des coefficients, donc continue. Or
GL,(R) = det_l(lﬁ*} est I'image réciproque d'un ouvert. C'est donc un ouvert.

k
2. Comme |HX| < |EF % et |H|<1,lasérie g {_H:' converge absolument dans

I'espace complet Mﬂ{ﬁ} . Notons § sa somme. Par télescopage,

N
{IH+H}Z (—HY = 1, — (-E)YN* 5 1, ponc (I,+H)S = I, etde

k
méme S{Iﬂ—I—H} = I, . Ensuite, R(H) = kgﬁi_ ) verifie

RS 2 wnsi | rgen)| < 20

3. Soit M € GLy(R)et |HI< ﬁ Alors |AMr—1H| <1 et
M+ H = M(I,+ M_]'H:I est inversible. De plus,

(M+E) ' = (UM 1) " M l=pM Ml HM Y+ R(M 1 H) M ]

Le reste est majoré par BY i P=1 quiestun oflF1).Enfin, Ff M1l pr—1
1— M-11H S 2T



est linéaire, donc continue en dimension finie. Donc  de{M ) (H ) = _nMmlg a1,

4.0na dy = F o, 00 F(A)=(H — —AHA) .or
AHA — BHB = (A-B)HA 4+ BH(A—-B), donc
|#(A)—F(B)| < [A-BI(IAI4+IBI). Ainsi & est continue. Par ailleurs & est continue, car
différentiable. Par composition, . est continue: : estde classe (1.

5. Premiére méthode : A(t}_l = ﬁ([l\,‘arj{?] 1—?8??1 ) , dont la dérivée en (0 vaut
([\ary?] D_& -1 Seconde méthode : par la régle de la chaine, la dérivée vaut

di(A(O)(A(0)) = —A'(0), puisque A(0) = Iy .Les deux méthodes donnent

(12 g, )

Corrigé de I'exercice 8 : Différentielle du déterminant

1. Le déterminant est une fonction polynomiale des 52 coefficients. Ses dérivées partielles sont donc
polynomiales, en particulier continues. Ainsi det est de classe ¢71.

T
2. Par définition, det(In +tH) = Z e(o) H (S + 1 h-:r(t’)é) Sio ?é 1d , au
o= ‘S-n '3:1
moins deux indices vérifient &(z) 5 1 ; le produit correspondant est alors un - @(£2) . Pour

a = 1d , le produit vaut H ':1 +1 hﬁ} =1+t tr{H} + G{tg} . Ainsi la dérivée de

%
det en Iy, selon H vaut tr{H).Comme det estdifférentiable, cette dérivée est
ddet(I,)(H ). Donc ddet(l,)(H) = tr(H).

3. Pour M inversible, det(M-+H) = det(M)det(I, + M 1H) . L'application
H — M—1g estlinéaire. Par la régle de la chaine,
ddet(M)(H) = det(M) tr(M—1H) . Enfin, M—1 = deth tcom(M). D'ou
ddet(M)(H) = tr(tcom(M)H) .

4. Fixons H . Les applications M — ddet(M)(H) et M — tr{tcom(M)H) sont
continues : la premiére parce que det est ¢71, la seconde parce qu'elle est polynomiale. Elles
coincident sur  G'L,, (K}, qui est dense dans M, () : en effet, pr — %In est inversible
pour [ assez grand. Par densité, la formule vaut pour toute matrice \f .

5. Soit M = ([xra;,r?]gg;fj,).ma
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det(M+H ) = (a+hi1)(d+hgy) — (b+h19)(c+hg1), dont la partie linéaire en  F est
d h11 4+ a hgy —c hyg — b hgy . Parailleurs, fcom{M) = ([l"-,lal'j?'?] '{f’i&biﬁ ) etla
tracede fcom(M )H vaut dhyp —bhg; —c hig + a Aoy . Les deux expressions

coincident.

Corrigé de I'exercice 9 : Dérivées partielles en coordonnées
polaires

1.Ona F = fod avec #(8) = (rcosd, rsinf) . La jacobienne de & vaut
([\Si:ncils'tg?]ﬁ ;2%151189 ) . La régle de la chaine donne donc 8, F' = cosf 91 f + sind dq f

et dg F = —rsind d1f + rcostd dqf .

2. Notons & = d1f, b = dgf, ¢ = cosf et s = sind. Alors
(5’rF:'2 + %2':5"5' F:,E — ,:m_|_3,g.:,3 + {_3a+¢b)2. Les doubles produits Zcsab et
—2csab sannulent. ll reste  (c2+452) {a2+52) . Donc I'expression vaut
a24b? = |V f2.

3. Pour flz,y) = z2—y?, ona F(rd) = ricos20.Directement, &, F = 2rcos28 et

dg F' = —2r2sin 20 . Avec les formules :

3, F = cosfl - 2rcosf + sinf-(—2rsind) = Zrcos 26 . De méme,

8¢ F = —rsinf- 2rcosf + rcosf-(—2rsinf) = —2r2sin 26 . Les résultats
concordent.

4. En (z,y) = (rcosf, rsinf),ona dg F' = z dyf —yd1f = 0.Pour r >0 fixé,
8 — F(r,8) aune dérivée nulle sur I'intervalle R : elle est constante. Donc
flrcosf, reind) = f(0) pourtout 8.Ainsi f(r.y) = f(/z2+120) ne dépend que
de ~.";r;2—|—y2.

Corrigé de l'exercice 10 : Fonctionnelles intégrales sur C([0,1])




1

1 1
1. On développe : ga{u—l—h} — (’g_‘.l{u:l = quh + f k<. La forme Lﬁ{h} = Zf uh est

0 0 0
linéaire et | Ly (A)| < 211 lhl,, : elle est continue. Le reste vérifie

1
0< fh,g < |h|§o = oflhl,,) - Donc dip(u) = L., . Ensuite,

0
[(Ly — L) (R)| < 2ru—vig lhly, , soit  |de(u)—de()| < 2iu—viy, . Ainsi dp est
lipschitzienne, et ¥ est de classe (1.

2. La formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 pour le sinus donne

2 o :
sinfa+b) = sina + bcos a — %sin ¢ pour un certain réel ¢.Comme |[sinc| <1,

l'inégalité suit. Appliquons-la avec a = wu(t) et & = A{t), puis intégrons :

1 1
2
\Bigl () — p(u) — | cos(u(t))(t) aenpign < } [ n2 <
0 0
1
Laforme h — f.;;og(u}h est linéaire, de norme au plus 1.Donc % est différentiable et
1[]
dp(u)(h) = fcos(u{t))h(ﬁ} dt .
1]

3. Le cosinus est 1 -lipschitzien, donc |cos u(t) — cos v(t)| < 1u—wi, . Par conséquent,
(P — dep()) (A)] < 1u—vigglhly, . Ainsi |dib(u)—d(u)| < u—vi,, et 2 estde

classe (1.

4. Comme cos% =0, di(u,) = 0 : Ug estun point critique. Ce n'est pas un hasard. En
effet, ¥(w) <1 = 1P(uy) pourtout w,donc g réalise le maximum global de ) .

5. Supposons ¢ différentiable en wu pour '"'1, de différentielle L .Alors L(h) estla dérivée de

1
% selon h, quivaut ]imS’D(u—i_t};j_':J'Lj(u;I = Qf wh . Le reste vaut donc fhg,etil
r —
0

devrait étre un  oflil{) . Prenons A, (t) = max(0, 1-nt) . On calcule |h”.r1|1 = ﬁ et
1

L1
fh,n = 3. Le rapport vaut

W]
n'est différentiable en aucun point pour la norme 1.

et ne tend pas vers 0, alors que |h“n|1 — 0 ponc @

b2

Point de méthode : en dimension infinie, la différentiabilité dépend de la norme ; le candidat
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différentielle se lit toujours sur les dérivées directionnelles.

Corrigé de I'exercice 11 : Différentiable mais pas de classe C*

1. Sur l'ouvert IRE\{ (0,0)} . la fonction 7 estde classe (1 et strictement positive, avec
o1 r = % . Par composition et produit, g y est de classe ¢l . De plus,

019(x,y) = 2zsint + ?"Qcos%(—ﬁ)%

Ainsi  Jyg(zr,y) = Za:sin% — %cos% .

2. Pour (h,k) ?é (0,0),ona |g(h,k)| < h24k2 = |{h,k}|§ , qui est un o{|{h,ﬁc}|2) _

Autrement dit, g{h,k) = g(0,0) + 0 + o(|(h,k)|) . Donc 7 est différentiable en (0,0) et

dg(0,0) = 0.

3. Pour =0, "= x et a'lglzfj[:]} = 21‘;5111% — C_QS% . Pour Ty = ﬁ , on obtient —1

; pour :r:i; = m on obtient 1 . Les deux suites tendent vers 0 .Donc dJ1g{z,0) n'a

pas de limiteen [T .

4. D'aprés les questions 1 et 2, g est différentiable en tout point. Si 4 était (1, alors J1g

serait continue en (0,0} et tendrait vers 81¢(0,0) = 0. La question 3 l'interdit. Donc § est

différentiable sur [RZ2 sans étre de classe (1.

Corrigé de I'exercice 12 : Une application contractante du plan

1. Notons ¢ = cos(zx+y) et s = sin{zr—y).Ona J cos(z—y) = —s et

dycos(z—y) = s.Donc J = %([HMF?] ﬁ;f’i&ﬁ .

n 1 . .
2. Oncalcule *JJF = 9( ~252 C]C2+52)'Cette matrice symétrique admet les vecteurs propres



2 2 ) .-
(1,1) et (1,-1), de valeurs propres % et % . Or la norme subordonnée euclidienne de .J
est la racine de la plus grande valeur propre de t_J.J.Donc

V2 V3
|G£F':T’1y:' = ?max(|f3|:|5|:' < N

. L'ouvert R< estconvexeet F' estdeclasse (1. L'inégalité des accroissements finis donne

|F{X}—F{Y}| < §|X—Y|.Ainsi F est g-lipschitzienne.

. Comme g <1, F estcontractante sur I'espace complet [RZ.Le théoréme du point fixe de
Picard fournit un unique point fixe, c'est-a-dire une unique solution du systéme. Enfin, un point fixe
vérifie  |z| = %|sin{a:—|—y}| < % , et de méme pour ¥ . L'unique solution appartient donc a

1149
(331"

Corrigé de I'exercice 13 : Accroissements finis sur un ouvert

non convexe

. Larelation ycosf = xsinf découlede x — rcosd et vy = rsind . Dérivons-la par rapport
& x: —ysinf 9,8 = sinfd + zcosf I,8.Donc —(rcosd + ysind) d,8 = sind . Or
rcosd 4+ ysind = r . Ainsi d.0 = _@ — —T%. Par rapport a ¥, on obtient de méme

cosf! = r dyfl. Donc V8 = (—T%: T%)

ST 42
. Lanorme de d8(z,y) pour la norme euclidienne est celle du gradient, soit m—;_y =1
T

Comme r>=1sur {J,ona |df]|<1.

. Le point A estdansledemi-plan ¥ > U, a gauche. Son argument vaut 4 — a,rcta,n% . Par
symétrie, 5'(3531 = -+ .5.,r<;1;.5|,nE . Par conséquent,
8(A.) —8(B,) = 27 — Za,rcta,nf —s 24r . Pourtant, la distance |4, — B| = 2 est

inférieure a 1. La figure ci-dessous montre ce saut de 241 de part et d'autre de la coupure. La
fonction & n'est donc pas 1 -lipschitzienne sur 7.
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—— 6(-3,y) pour y>0 saut de 2m

—— 6(=3,y) poury<0

—1T 1 —0

—0.6 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6
y

4. L'inégalité des accroissements finis exige que le segment [ A, B.] soitinclus dans 7 . Oril
traverse la coupure au point {—%:D} , quin'est pasdans LJ . Il n'yadonc aucune contradiction.

En revanche, une boule ouverte incluse dans ¥J est convexe, et |d@] < 1 sur celle-ci. Par
I'inégalité des accroissements finis, @ est 1 -lipschitzienne sur toute boule incluse
dans I7.

Corrigé de I'exercice 14 : Différentielle nulle et connexité

1. Prenons U = {{:ﬂ:,y} T ?é D} , réunion de deux demi-plans ouverts disjoints. La fonction |
égalea 1 si x>0 etd 0 si x <0 estlocalement constante. Elle est donc (1, de
différentielle nulle, mais non constante : I'ouvert [/ n'est pas connexe.

2. Soient (z,y) et («/,y) dans I .Par convexité, le segment horizontal qui les joint est inclus
dans U7 .Llafonction g(t) = f(t,y) estdérivable sur l'intervalle d'extrémités = et x/,de
dérivée 91 f(¢,y) = 0.Elley est donc constante. Ainsi f(x,y) = f(z/y).



. Soit n{y) = y2 pour ¥ >0 et n(y) = 0 sinon; cette fonction est de classe ¢l sur R,
avec 1/(0) = 0.Surledemi-plan = >0, flzr,y) = n{y);sur =<0, f = 0.Enfin,un
point (0,u) de TJ vérifie u <0 :il posséde un voisinage inclus dans {¥ < 0}, sur lequel

f =0.Donc fest ¢l sur U et d1f = 0.Pourtant, f(1,1) =1let f(-11) = 0.
La conclusion de la question 2 tombe en défaut, car {7 n'est pas convexe.

. Fixons @ etposons g(t) = f(tz).Pour t£ 0,
g/ (t) = df(tz)(x) = %df{tg_j}{tm} — 0. Ainsi g estconstante sur |0,4oo[ etsur
]—o0,0[ . Comme g est continue en (0, ces deux constantes valent g(0) = f(U) . Donc

flz) = g(1) = f(0) : f est constante.

Corrigé de l'exercice 15 : Formule de Taylor a l'ordre 2 pour un

polynome

v — (3523
flzy) = (352-3y, ot

.Ona Jy f =3x2-3yet 99 f = 3y2-3x . Donc 3y2-32)

6x & —3
Hy(zy) = (_3 & 6,6y })

. Les points critiques vérifient vy = et £ = yg. Donc 5 = r%,soit £ = 0 ou
£ = 1. Les points critiques sont (0,0} et (11).

CEn (L1}, f(1,1) = —1,legradientestnulet H s(1,1) = ([HMF?] ﬁ_gig;gg) -La

formule de Taylor-Young s'écrit  f(1+h,1+k) = —1 + %(@hﬁ —6hk + 6;«;2} + O{h2+;g2:, ,
Vérifions par un développement exact :

F(14h14k) = (14+R)% + (14k)° — 3(1+h)(1+F)
= —1 4+ 3h% 4+ 3k? —3hk + k% + k3.

Ainsi  f(1+h1l+k) = -1+ S{hg—hk—l—kg} 4+ h3 1 k3 :lereste est exactement
h34+k3 .

.Ona h?— hk +k? - %{h2+}92} = %{h_;g}g > 0.Posons p = max(|a||k]) . Comme
h3| < ph? et |K3 < pk?,

FOA+h14E) +1 > (% - )(h2+k2)+

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Pour 0 < p < % , ce minorant est strictement positif. Donc {l,l:l est un minimum local
strict, de valeur —1.

5. 0na f(t,t) = 2¢3 —3¢2 = ¢2(2¢t—3) <0 pour % petitnonnul, et f(t,—t) = 3t2>0.
Dans tout voisinage de l'origine, f prend des valeurs des deux signes, alors que fl:D,D:l =0,
Donc (0,0) n'est pas un extremum local.

Corrigé de l'exercice 16 : Contre-exemple au théoreme de
Schwarz

zylei—y?) dxyd

1. Onécrit z2? —y2 = (z24y2) — 2y2 . Donc . C'est I'égalité

demandée.

2. Hors de I'origine, on dérive la forme précédente, avec r2 = $2_|_yg :

2y3(y? —=x?) 2x(3z2%y? +y*)
o f=y-— 4 » Oof =z — 4 ‘

22 3 22 — Yyt 2y 24
Eneffet, 5, % = Y — et ayy Syirf — 2yt _ 32ty +y .En (0,0),0na
Ty T

f50) = 0 ¢t f(0) = 0.Done 31£00) = 39700 = 0.

3. Sur [R%{{D,D}}, f est 1 comme fraction rationnelle. A I'origine,
12y3(y2—z2)| < 2r3- 72, donc le second terme de &7 f est majoré par 2r . De méme,
3x2y? 4+ y* < 3r% etlesecondtermede Jg3f estmajoré par 6r.Ainsi d1f et Jgf
tendent vers (0 en l'origine. Les dérivées partielles sont continues sur [R2, donc [ estde
classe (1.

5
4. Pour ¥y ?‘é a, 31f{'3,y} =y — Z;ri = —uv , formule encore vraie pour ¥ = 0. Donc

d5(31f)(0,0) = —1.De méme, dyf(r,0) = =, dou 81(dqf)(0,0) = 1 .Les deux

dérivées croisées valent —] et 1.

5. Si [ étaitde classe (2, le théoréme de Schwarz imposerait I'égalité des dérivées croisées.
Donc [ estdeclasse (1 mais pas de classe (2 sur RZ.



Corrigé de I'exercice 17 : Développement a l'ordre 2 de

lI'inverse et du déterminant

-1 _ k k
1. Pour |H| <1, I'exercice 7 donne (ntH)" = kZ}:D{_H} . Le reste kZ}:S{—H}

o H|? _ -
est majoré par ﬁ — .;:.(|H|3:|. Donc (F,+H) 1 _ I,-H + HZ —|—Gl:|H|2:l.

Ensuite, ds = $os, 00 $(A) = (H — —AHA) estpolynomiale, donc différentiable.
Ainsi ¢ est deux fois différentiable, et Taylor-Young donne

(In4+H) = I — H +Ed2%(1,)(H,H) + o [H|?) . Par différence,

QH) = %d_g{,{fﬂj (H,H)— H2 estun of|HI%).0r Q(tH) = t2Q(H) ; en faisant

t — 0,onobtient Q(H) = 0.Donc d?.(I,)(H,H) = 2H?2.Enfin, par symétrie
(théoreme de Schwarz), on polarise : d2.(1,)(H,K) = s(2(H+K)? — 2H2 - 2K2).
Ainsi d2(7,)(H,K) = HK + KH .

2. 0na de(M)(H) = —(M)H:(M).Pour H fixé, c'estla composée de ¢ etde
'application bilinéaire (X,¥) — —XHY . Sadérivée selon K vaut
—de(M)Y(K ) H (M) — (M) H de(M)(K).eEn M = I, avec
de(I,)(K) = —K ,onretrouve d2,(I,)(H,K)= KH + HK .

3. Le déterminant dEt(I”+H} = ; E(G}Hligg(ﬂﬁ. + h'ﬁr'&:‘ﬁ':‘ est un polyndme en les hﬁj :

T
En dimension finie, chaque |A4;| est majoré par C|H|. Ainsi les termes de degré au moins 3

forment un G{IHIB) . Cherchons les termes de degré au plus 2.

D'abord, & — id donne I_I{H_’Elﬁ'ﬁ':I =1+ z hag + ;_hﬁ'hi‘j t... . Ensuite, une
_ % T =2

transposition de signature —1, donne —h@'hﬁ exactement. Enfin, toute autre

%
7)
permutation déplace au moins trois indices et ne produit que des termes de degré au moins 3. Le

terme de degré 2 vaut donc ;_(hﬁhj"ﬂ' - hfj"hﬁ:',
g

7 ™ o o _ _
Or ':tr H:' tr{H :' - Zh‘“h‘ﬂ Zhﬁi‘hﬁ. Les termes @ = 7 s'éliminent, et les
4,3 LI

couples % % 7 apparaissent deux fois. On obtient 2;_(}1%%&55 — hagh ji) . Donc
=7

det(In,+H) = 1+ tr H + 5((tr H)? — tr(H2) + o(IH12).
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4 Pour H = ([Hrajr?] ng,}),ona
det(Ig+H) = (14a)(1+d) —bc = 1 + (@+d) + (ad—bc). Par ailleurs,
tr(HE} — a2 + 2bc + d? . Ainsi %({a—i—d}g — a2 — 2be — dg) = ad — bc . La formule

est exacte pour n = 2, le terme d'ordre deux étant det H .

5.8 tH = —H ,alors tr H = 0 et Aj; = —hgy. Donc
2
tr{H :' = Zhﬁj‘hﬁ - Zh‘ﬁj Par conséquent

det{In—l—H} =1+ EZ% + o(IHI?)
%7

Corrigé de I'exercice 18 : Convexité par la hessienne

T2
1l.Ona g, %T et dyf = yg En dérivant encore,
2 _dz
4 v
Hf(‘j::y}: ng&g[]
_ [

22 ,
2. 0n calcule dgfl::n,y:l ({h ;Q:, {h ;Q:,) = % — %;gk + Eﬁya}“‘ . En factorisant par % on
reconnait y(hg - Eh k+ ﬂﬁ@ ) = 2( — %E&:)E .Comme ¥ =0, cette quantité est

positive. L'ouvert [F est convexe D'aprés le cours, | est convexe sur [J.

3. Le long de la demi-droite ¢ — (#,£), t>>0,ona f(f,t) = ¢, fonction affine. La restriction
de [ aunsegment de cette demi-droite n'est pas strictement convexe. Donc | n'est pas
strictement convexe. On le voit aussi sur la hessienne, dégénérée dans la direction

(hk) = (zy) .
4. en (L), f(1,1) =1let ¥V f(L,I) = (2,-1). l'inégalité du plan tangent s'écrit

f'::t?, :' > l—I-E{:I?—l} — {y—l} = 2z — v . Directement, ﬂ?_ —dr 4y = (x —'H:'E >0

On retrouve bien %? > 2z —y sur rr.

5. L'ensemble proposé est {p € U : f(p) < 1}.si f(p) <let flg) <1, alors
flp+(1-t)g) < tf(p) + (1-t)f(g) < 1. Lafigure ci-dessous représente ce sous-niveau et
un segment qui y reste inclus. Cet ensemble est donc convexe.



2.5
\ \

2.01 {f< 1} convexe
1.5
N
1.0'
0.5 -

0.0 . . . .
—20 —1.5 —10 —05 00 05 10 15 2.0

X

oy

(_)
(]
(o

Point de méthode : pour prouver qu'une hessienne est positive, écrivez la forme quadratique
d2 f(z) (h,h) et cherchez une somme de carrés.

Corrigé de I'exercice 19 : Minimisation d'une fonctionnelle
quadratique

1. D'aprés l'exercice 1, avec A symétrique, le gradientde = — %( Azx,x) vaut Az . Celuide

z — {bx) vaut h.Donc V J(xr) = Ax —b, etla hessienne de J est la matrice
constante A4 .

2. La hessienne A est positive, et R™ est convexe. Ainsi  J est convexe. Son unique point
critique vérifie Ax = b,soit £+ — A—1p,car A estinversible. Par le corollaire du cours,
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x* est un point de minimum global. De plus, J(g_:*] = %( b, A—l.i';.) — ( b, A—1.5> . Donc
o+ = A~lp et J(z¥) = —L(b, A"lp).

3. On développe, en utilisant la symétrie de A :
J(z*+h) = J(z*) 4 ( Az* —b,h) +3( Ahh) . Or Az* = b . Ainsi
J(z*+h) = Jz*) + %( Ah, kY, qui est strictement supérieur a J(z*) si h ?‘3 0. Cela
confirme I'unicité du minimum.

4. Onrésout 2z+y = 1let x+2y =1,dol £ =y = 3 .Ensuite, (b, z*) = %.Le

1
11 1 3
minimum est atteint en {E:E} et vaut —3 -
5. Ona |[Mz—y|? = (*MMz, 2) - 2(*My, ) +jy|2 = 223(5) + jy|* avec
A =tMMet b =t My . Lamatrice A est symétrique. De plus,
( Az,x) = IMz2>0si =z ?é 0 ,car M estinjective (rang 7). Ainsi A est définie
positive. D'apres la question 2, le minimum est unique et vérifie ‘MMz = My,

Corrigé de I'exercice 20 : Différentielle de M » tMM

1. Ondéveloppe: f{M+H) =M +1HM +*MH 4 *¢HH . La norme de Frobenius est
sous-multiplicative et invariante par transposition. Donc [P HH| < |H|? = o(|F1) . Le terme
PHM +tMH estlinéaireen H .Ainsi df(M)(H) =*HM +*MH.

2. 0na df(I,)(H)= H +*H .Lenoyauestformédes H tellesque tH = —H .
15). Donc

kerdf(I,) = A, et Imdf(I,) = &,. Les dimensions ﬂ(ng_lj + ﬂ(n;l% — n2 sont

L'image est incluse dans &, ; réciproquement, 5 € &y, vérifie § = df{j’n}(

cohérentes avec le théoreme du rang.

3. L'image de df{M ) estinclusedans &y, car Y(P*HM) = tMH .Soit § € Sy et

. 1 EHM = %Q.S'M—lm -
H:itM—l,S‘.Alors tMH:ES et ] . Donc

=y

12
df (M)(H) = S :I'application est surjective. Ensuite, df (M )(H ) = 0 équivaut a
tMH antisymétrique. Donc ker df (M) = [tMlA A€ E.An}.

4. Pourtout t, f(f2(t)) = I, .Endérivanten 0O par la régle de la chaine,



. Pour la rotation

df{fﬂ} (HI{D}:‘ = 0, c'est-a-dire té?f{} + HI(D:' =

1
_ {cost —[\snt?] ) ey ( 0 & —1)
R(t) = ( din t et ,ontrouve R'(0) = [Ra’a}’r?]l o) Dans les deux

cas, HI{D} est antisymétrique.

Corrigé de l'exercice 21 : Fonctions homogeénes et relation
d'Euler

1. Fixons 3 O etdérivons t — f(tz) = £ f(z) sur ]0,+oo[. Parla régle de la chaine,
df(tz)(z) = at®~1f(z) .En ¢ = 1, onobtient df(z)(z) = o f(z).

2. Posons g(t) = ¢t~ “f(tx) pour t>0.Alors
9/(t) = —a t=o L f(t2) + 10Af (1) (). Or df()(s) = LF(Ea)(tx) = 2f(ea) por
la relation d'Euler. Donc  g/(t) = O surl'intervalle [0,4co[,et g¢(t) = g(1) = f(x). Ainsi
fltz) = t% f(x) : [ est homogéne de degré «.

3. Fixons >0 etdérivons = — f(tz) = t™ f(x) parrapportd ¥;.La régle de la chaine
donne t&;f(tx) = t93;f(x). Donc 3,;f(tz) = t213,f(x) : 3; f est homogeéne de
degré o—1.

4.0na f(tx) = £3f(x) pour t>0.Parailleurs f = qg;g avec g(z) = I:E‘I% , donc
V flz) = %q{:ﬂ}ug- 2z = 3151y x . Ainsi df(z)(z) = 3'17'2'39'% . On retrouve
df(z)(x) = 3f(=) .

quotient tend vers df{0)(x). Donc f(z) = df(0)(x) pourtout =, et f = df{0) est

linéaire.

5. D'abord, pour =x ?é Oet £>0, f(;p} = f(i"ﬂ = f(ta:)t— S .Quand ¢ — 071, ce

3 \ . ftv) :
T2t 2 est homogene de degré 1 . Pourtout % ?é a, = = HOE

elle admet doncen 0 ladérivée D, f(0) = f(v) selon tout vecteur. Cependant f{1,0) = 1
fl0) =0 et HERE % ?é 1 + 0. Elle n'est pas linéaire. D'apreés ce qui précéde, |
n'est pas différentiable en (0,0}.

La fonction  f(z,y) =
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Corrigé de I'exercice 22 : Dérivée seconde bornée et descente

de gradient

1. La formule de Taylor avec reste intégral donne

fleth) = fl@) +(V flz)h) + f{l—t)( H f(w—+th)h,h) dt . Or

I Hf(z}h hy| < |Hf{2::l| AL < MIAP? e f{l ~t)dt = 5 .D'oll

fleth) - £2) = (V F@] < P

2. L'application ¥ f : R™ — R™ estdeclasse (1, de matrice jacobienne Hf{a:‘:l . Sa
différentielle est donc de norme au plus [ . Par l'inégalité des accroissements finis sur le

convexe R"™, |‘F flz) -V f':y:'| < Mz-y)|.

3. Appliquons la question 1 avec A = —tW¥V f{ﬂ?:l . On obtient

flzy) < fl©) - |V f@ﬁ M 12|V f(x)2. Ainsi
f{a:_I_} < f{a:} —t(l— )|v f{;@ﬁ Pour 0 <t < IEI la valeur de f décroit donc
strictement tant que 'V f{a:} £0.

1 FiE 1
4. Avec t = j5.0na f(1-=-) = g5z Donc |V fl:d:“k:l|2 < 2M(f(zy) —f{a:k+1}).
Ensommantde 0 a N ,la somme télescopique donne

N
kz v f{$k}|g < 2M(f(xy) — f(z 1)) € 2M(f(xy) — m). La série converge,

donc son terme général |V f{:rk}ﬁ tend vers (.

5.1ci V flz,y) = (z,4y) et Hy = diag(l,4),donc M = 4 ;lepas % est bien dans

1 G 4 1 dnk
]D@[' Lels |}t;eres verifient oy ; = gz et Yy, =gy, Donc g, = 2(5) et
Yy, = (£)" . qui tendent vers le minimum  (0,0), comme le montre la figure ci-dessous. Pour le
premier pas, f{ﬁ 1} =4 et o; = (1,5;0,2), donc flz) = w = 1,36 La

borne vaut 4 — 2[] — 1,6 . On a bien 1,36 < 16.



X
1.0- °
0.5 -
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Point de méthode : |'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2 est I'outil standard pour contrdler une
fonction autour de son approximation affine.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, une équation intégrale non

linéaire

1. Pour w € F, 42 est continue, donc sa primitive G{u) nulleen 0 est continue :
G(u) € E . Ensuite, pour t € [0,1],
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2 t

G(u—l—h)(t)—G(u)(t)—Q/ uh = fh(s)QdS e [0, 1h12.]

0 0

t
Posons Lu{hj (t:] = zf u{g}h@ ds . Cette application est linéaire et vérifie

0
| Ly (A (2)]| < 2%1u1,lRlo, . Elle est donc continue et le reste estun o |l ) . Ainsi
dG(u) = Ly, avec |dG{u)| € 2ty .
. Ona (@G —dG)(A)(t) = Zf(u—ﬂ:lh , de valeur absolue au plus  21U—1 A,

0
Donc |dG{u) — dG(W)| £ 2iu—viy, . L'application d(G est lipschitzienne, donc (3
est de classe (1.

. Posons  A(k)(h)(t) = fﬁg@h{s} ds.Alors dG = 24,et A:FE — L.(BEE) est

linéaire, de norme au plus 1 . Une application linéaire continue est différentiable et égale a sa

différentielle. Donc 4¢3 est différentiable, et dEG{u} {h!k}{t) = Ef h{g}}g{g} ds, forme

bilinéaire symétrique. Enfin, %dgﬁ{u} {h,h} = f h?, qui est exactement le reste de la question

1. La formule de Taylor a I'ordre 2 est donc exacte :

Gluth) = G() + dG()(h) + 2d2G(u) (hh)

. Laboule B estconvexeet, pour u € B, |dG(u)| < 2iuig, < 2. Linégalité des
accroissements finis s'applique sur tout segment de B, qui reste dans B . Elle est énoncée pour
un ouvert, mais on I'applique sur la boule ouverte derayon 1+ & ,ou [dG| < 2 4 28 , puison
fait § — 0.Ainsi |G —GQ)| < 2m—vig, pour u,v € B,

1
 Soit u € B.Alors |G()(#)| < fuz <1.donc |T(W)|  <3+z=3<1:
0
T(B) C B.Ensuite, |T'(u) —T{’u}l| = || |Glu)- G{’Uﬂ glu Vlgs . ENfin, B est

fermée dans l'espace complet &, donc complete Le théoreme du point fixe de Picard s'applique.
L'équation u = f + A G{u) admet une unique solution dans B .

1

6. Soit u{t} = 55y bien définicar 2 — X ¢ > % .SiA ?é J, on calcule



T
1 ds 1 /I D U Lo :
g‘|‘}1f _ g—g—i-[g_;”} =5=33 5 A =0, u =5 convientaussi. De
D(E A s) 0

4 — . 1
plus, 0 < ult) < 7, donc u € B . Parunicité la solution est ult) = =53 -

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : calcul différentiel, cours de maths en L3

e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur calcul différentiel

A maitriser avant : Espaces normés et applications linéaires continues

Chapitre précédent : Réduction de Jordan et décomposition de Dunford

Chapitre suivant : Inversion locale, fonctions implicites et extrema liés

Le méme theme en maths spé : calcul différentiel, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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