Exercices de maths sup

Calcul de primitives

Exercice 1 : Primitives usuelles

Déterminez une primitive de chacune des fonctions suivantes sur l'intervalle indiqué.

2 1

1. flli;]_?:] = 3 — . -+ = sur ]D, —|-C'C'|: .
2. folr) = 2% 4 cos(3z) sur R.
3. fg{a:} = ch{Zz) —shz sur R.

1
4. fulz) = a4+ 42 U R

1
5. f5{$:' = Jo—oa Sur 1-3, 3[.

Exercice 2 : Reconnaitre la dérivée d'une composée

Pour chaque fonction, reconnaissez une forme '/ x G’{u} et donnez une primitive sur l'intervalle
indiqué.

1. g,z = rer sur R.

22|

[

2. Q'E{If‘:l = tan & sur ]—;—T!

3. gg{a::l = lnT,:r sur |0, +oof .
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£Xr
6. gglz) = l—im sur R.

Exercice 3 : Intégrales calculées par primitives

Calculez les intégrales suivantes en exhibant une primitive. La figure ci-dessous représente la premiere
comme une aire.

— y=rn
0,6 A J'l
aire X __dx
! 01 +x?
0,4 :
)
I
0,2 :
l
1
]
0 1
-0,2 A
0 1 2 3
1
a
arf 2

2. B = fsin:t:u:osga:d:t?-
0



Exercice 4 : Fonctions définies par une intégrale

Dans cet exercice, aucune primitive explicite n'est demandée.

I

1. Onpose F(xr) = fe_tg dt pour x € R .)ustifiezque F' estdérivable, calculez F/ et

0
déduisez-en le sens de variation de .

2. Montrezque F' est impaire. On pourra dériver = — F'{—x) + F{x).

dr
3. On pose G(z) =f di__ justifiezque G est dérivable sur R et calculez GII::I?:I.
W 4
/. 1+t
gin T

4, On pose H{;p) — f 1 ftg . Calculez H’r{a:} de deux facons : par la formule de dérivation,
0

puis en calculant & explicitement.

Calculez a l'aide d'une intégration par parties.
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1

L fﬂ?E‘Tdﬂ?-
0
=

2. fln;t:d:n.
1
ki

3. f:]:sina:da:.
0

4. Une primitive de = — zcos(2z) sur R.

Exercice 6 : Intégrations par parties successives

1. A l'aide de deux intégrations par parties, déterminez une primitive de 1 — 12 ¢—% sur [, puis
1

calculez f e~ T dr.
n

g
2. Déterminez une primitive de  z — (In £)% sur ]0, +oo[ , puis calculez f (Inz)dz .
1

3. Déterminez une primitive de & — arcsin x sur ]—1, 1[ .

Exercice 7 : Intégrales de Wallis

/2

Pour 1 € IN, on pose W, = fﬂinﬂxdcx-
0

1. Calculez Wy et Wi,

2. Montrezque W, >0 etquelasuite (W,) estdécroissante.



/2
3. Al'aide d'une intégration par parties sur Wtn = f sin = sin® 11 £ g » montrez que
0
mn+2Wphin = n+10W,.
4, Déduisez-en Wro, Wa, W4 et Wt

5. Montrez que la suite (l:ﬂ + 1}Wn+1Wn)ﬂ £ [y st constante et donnez sa valeur.

Calculez les intégrales suivantes avec le changement de variable indiqué.

1
v
1. fﬁd,ﬂ,enposant w = 3.
0

4
d _
2. E(I_I_E),enposant U = VT .
1
In 2
_dx — =T
3. fl_l_ex,enposant U= ev.
0
1/2
4. zd dr. enposant £ = sint.
1—xd
0

1. Onpose j — f — COET et j— f __sinz dr - Al'aide du changement

cos T+ sn T cos I 4+ s1n T

0 0
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de variable = = % — 1%, montrezque f = J.Calculez I 4+ J , puis f.

aT

_ TEIN T R
2. Onpose H = fl_‘_mszmda:.Avec x = a — t, montrez que
0
. gin ¢
2K = ﬂ—fl+cosgtdt'

0

3. Calculez cette derniere intégrale par le changement de variable « = cos t , puisdonnez X .

Exercice 10 : Primitives de 1/(ax? + bx + c)

Déterminez une primitive de chaque fonction sur l'intervalle indiqué. Précisez a chaque fois le signe du

discriminant.

1

1. hi(z) = o AL 12, ool .
1

2. ho(g) = g gm g sur 12, 4ol .
1

3. hafr) = 2T 0m F 5 Sur R.

4 ha() = ———— sur R

' 4{@ T Ar243r 41 sur- k.

Exercice 11 : Intégrales de fractions du second degré

Calculez les intégrales suivantes.



1. Enprimitivant 5 _y (1 + 22)x , déterminez une primitive de x — eTcos(2x) etune
primitive de x — e¥sin(2z) sur R.

-
2. Calculez f&'_ﬂ?sin x dx parla méme méthode.
0

3. Retrouvez ce dernier résultat par deux intégrations par parties.

Exercice 13 : Linéarisation et puissances trigonométriques

1. Déterminez une primitive de 5 —s3 gin® & sur R, en écrivant
sin® = sin z (1 — cos? ) .

T

2. Calculez f sin? rcos? z dx .
0
i 2
3. Al'aide des formules d'Euler, linéarisez cgg4 1, puis calculez f cost rdr-
0
4. Al'aide du changement de variable . = sin x , déterminez une primitive de 5 —s ﬁ sur

R
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T4 cos T

On veut calculer j — f d

0

1 — ¢4
1427

1. Pour © € ]—m [, onpose t = tany.Montrezque cosz =

2. Justifiez le changement de variable 1 = Zarctan t etexprimez dx enfonctionde df.
1

2dt .
3. Montrez que — —==>_puis calculez .
q I f3+t2 p I

0

Exercice 15 : Fonctions hyperboliques

1

1. Calculez f-:hz,ﬂ:d:r:-
0

2. Vérifiezque = — 2arctan({e®) estune primitivede = — ﬁ sur .

3. Onnote @ = In{l +V2). Vérifiezque sha = 1let cha = V3.

1
4. Al'aide du changement de variable 1 = sh ¢ , calculez f 14+ ridde .
0

Exercice 16 : Primitives a valeurs complexes

Soient @ et § deux réels avec b?é O,et &« = a +1b.



1. Ecrivez

= souslaforme u(x) + 2 v(z) avec U,V réelles, pour = € R .

2. Déduisez-en qu'une primitive de £ 7 l = Sur K est & —+ 11‘1|:]:‘ — oa| + zarctan® E d

. 117 1 1 . -
3. Vérifiez que T3 22 = Eé(a: e é) et retrouvez ainsi une primitive de

1
14+ r2-

4. Expliquez pourquoi on ne peut pas écrire « In{z — o::l » comme primitive, méme si la formule
r L
(Inw) = ul fu semble le suggérer.

Exercice 17 : Une suite d'intégrales de fractions

1
Pour m = 1, onpose J“:f(l-f—fol'
T
0

1. Calculez J1.

2. Al'aide d'une intégration par parties, montrez que pour tout 7 = 1 :
1
nJpr1 = 2n—-0J, + 57
3. Déduisez-en Jq et J3.

4. Montrezque 1+ £2)" > 1 4+ nz2 pour T réelet n > 1.
+ =1+

5. Déduisez-en 0 < J, < o=, puis la limite de  {Jy ) .
n R n

Exercice 18 : Probleme, intégrales des puissances de la tangente

/4

Pour = & N, on pose I, = f tan™ « dx - La figure ci-dessous représente quelques fonctions

tan™ sur [0, 7/4].
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— tanx
— tan?x
— tan*x
— tan®x

—— tan'®x
0,5 1

. Calculez fpg et Iy.

. Montrez que pourtout n € N, ¥, + fpn4o = - }I- 1
. Montrez que (1) est positive et décroissante.

. Déduisez des deux questions précédentes que pour 7 = 2 : m <rI,< 2(n1_ ok

Donnez la limite de {1 ,).

1
. Par le changement de variable w« = tan «, montrezque f, = flinuﬂ -
0
= n " |
. Pour n € IN,onpose S5, = Z A% + 1 - Montrez que (-1} Iy, = gz — Sp . puis
E=0
déterminez la limite de (S,
mn (_1)3:‘—1
. De méme, montrez que Z — % tendvers |n 2.

k=1



Exercice 19 : Une intégrale de concours

1

In(l+ =)
Onpose J = fl—l——a:?'-d$
0
/4
1. Par le changement de variable = = tan £, montrezque j — f ln(l + tan t} dt -
0
2. Montrez que pour w € [0,%]: 1+ tan(g - u) = l-l-tﬁ'

3. Par le changement de variable = % — 4, déduisez-en la valeurde I .

Exercice 20 : Intégrales a bornes variables

I

In ¢
1. Pour = >0,onpose Flz) = f 1 _T_ +2 dt . Calculez FII:;E:I, puis montrez que F' est

lfx
nulle sur  ]0, +oof .

2. Retrouvez ce résultat par le changement de variable £ = 1,/1;; .

I

tant
3. Pour = > 0,onpose G{z) = f A=At tan dt . Montrez que
1/
arctan r + arctan(l/x)

G’{a::l = =

4. Rappelez la valeurde arctan x + arctan(l/z) pour x > 0, puis exprimez G(z) & l'aide
de Inzx.
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Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : calcul de primitives, cours de maths sup

* A maitriser avant : Fonctions usuelles et techniques de dérivation

¢ Chapitre précédent : Fonctions usuelles et technigues de dérivation
e Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires d'ordre 1 et 2

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/primitives-calcul-integral-corrige-exercices-maths-sup
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https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

