Cours de maths sup

Calcul de primitives

I. Primitives d'une fonction continue sur un intervalle

Ce chapitre est un chapitre d'outils. Vous y apprenez a trouver une fonction dont on connaft la dérivée.
Ainsi, calculer une intégrale revient le plus souvent a trouver une primitive. Dans tout le chapitre, T
désigne un intervalle de [ non réduit a un point. Les fonctions considérées sont a valeurs dans K = R
ou C.

Définition :

Soit f: I — K .On appelle primitive de f sur I toute fonction F:J1 — K dérivable sur
I telleque F/ = f.

Pour une fonction a valeurs complexes f = w + #t, avec u et U réelles, la dérivée se calcule
composante par composante. Par conséquent, F' = L7 4 2V est une primitive de f si et seulement
si 7 estune primitivede u et ¥ une primitivede .

Proposition :

Soit F' une primitive de f sur l'intervalle I . Alors les primitives de f sur I sont
exactement les fonctions F' + €', o0 (' estune constante de [K.

Démonstration :
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D'abord, F' + ' est dérivable de dérivée F'/ = f . Réciproquement, soit (& une autre
primitive. Alors {G — F]’; — ([ sur 1 .Orune fonction de dérivée nulle sur un intervalle est
constante : c'est une conséquence de l'inégalité des accroissements finis, appliquée aux parties réelle
et imaginaire. Donc & = F' 4+ (.

L'hypothése d'intervalle est indispensable. Sur ¥, la fonction égale & 1n|3:| pour x>0 eta
ln|:t:| + 5 pour =z < 0 estencore une primitive de & — l;’:t: . Elle ne differe pourtant pas de
In|z| d'une constante unique.

Graphiquement, les courbes des primitives se déduisent les unes des autres par translation verticale.
Comme le montre la figure ci-dessous, en une méme abscisse, toutes ont des tangentes paralléles,
puisque leur dérivée commune y prend la méme valeur.

= F(x) =sinx (primitive nulle en 0)




Cherchons la primitive de  f(x) = 3x2 — cos & sur R quis'annuleen 0. Les primitives sont
F(z) = £3 —sinz + C . Deplus, F(0) = C, donc la condition impose ¢ = 0. Ainsi
Flzr) = z3 —sinz .

Il. Lien entre intégrale et primitive

L'intégrale d'une fonction continue sur un segment sera construite rigoureusement au second semestre.
Pour I'instant, on admet son existence et ses propriétés usuelles : linéarité, relation de Chasles, positivité.
Le résultat central relie alors intégrale et dérivée.

Théoreme :

Théoréme fondamental de I'analyse. Soient f continuesur T et @ € I . La fonction
I
Fr = ff(t} dt estl'unique primitive de f sur I quis'annule en . En particulier, toute
)

fonction continue sur un intervalle possede des primitives.

Corollaire :

Si f estcontinuesur I etsi (& estune primitive quelconque de [, alors pour tous
a,b eI
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Démonstration :

Le théoreme donne que F' est une primitive nulle en & . Ensuite, < et F different d'une
constante sur l'intervalle I, donc G{b) — G(a) = F(b) — F(a) = F(b) . Autrement dit,

b
6()-6@ = [ et

La figure suivante illustre ce lien pour f{t] = 1/¢ sur ]0, +oo[ . L'aire hachurée entre 1 et = est
la valeur F{x} . De plus, la courbe de droite est celle de F', qui n'est autre que In .

— f(t)=1/t

aire =F(3)

i
1 X=3 1 3

1. Fonctions définies par une intégrale

Le théoreme fondamental se combine avec la dérivation d'une composée. En effet, si u et ¥ sont

v(z)
dérivables a valeurs dans I, on écrit f f{t) dt = F{ﬂl:i‘:l:l — F(u(g;}:]



Soient f continuesur I,et ;Y dérivables surun intervalle .J,avaleursdans I .Alors

vix)
prr — f f(t) dt estdérivable sur J et

p!(z) = v/(z) flu(z)) — u'(z) fu(x))
Bewis

T

Soit @lr) = fe—tz 4+ sur R.Llafonction ¢ _y o—t2 est continue sur [.Donc

I
@' (x) = 2z e—x% _ e—x2 Remarquons qu'aucune primitive explicite de o—12 n'est
nécessaire.

Remarque :

La continuité de f est essentielle dans le théoréme fondamental. Par exemple, la fonction partie
entiere n'a pas de primitive sur [ . En effet, une dérivée vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires (théoreme de Darboux, hors programme), ce que la partie entiere ne fait pas. Retenez
donc que I'on primitive des fonctions continues sur un intervalle.

lll. Catalogue des primitives usuelles

Chaqgue formule de dérivation, lue a I'envers, fournit une primitive. Il faut connaitre le tableau suivant sans
hésitation. Dans chaque ligne, (' est une constante et I'intervalle est précisé.
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1. Puissances, exponentielle, logarithme

Fonction Primitive Intervalle
- oA+l
z", n €N | R
) e+1
%, o —1 réel E—i—l 10, oo
1 In|z| ]—o0,0[ ou 0, 4+oof
*+ gh T
erT, XAEC = [
Inx rlhr —x 10, +oo[
2. Fonctions circulaires et hyperboliques
Fonction Primitive Intervalle
COS T, sinx sinxz, —COSX R
pil il
I +tanes = —5— tan J=5 +km 5 + kn|
tan = —In|cos = -5 + km 5 + kn|
chz, shx shx, chz R
a2
1—th*zx = 72 thz K
L . R
11 22 arctan x
1 .
e arcsin « 1-1,1]

Les deux dernieres lignes sont les plus neuves. Comme le montre la figure ci-dessous, arctan est
bornée par = /2, alors que 1/¥1 — 52 explose aux bords de  ]—1,1] .



A e .
1-x?

1 - rcsin x

0

1+ x? :

I — arctanx | _pp
-4 =2 0 2 4 -1 0 1

Propriété :

Pour @ > 0, on asur les intervalles indiqués :

dzx 1

_1 T
7. g2 = aarctang +C

dx _ . T
:,SUI' [R:, m = arcslilg _I‘ C

,sur |—a, af.

f 1
Dérivons. D'une part, (%arctang) — % T izfrﬂ = - _|1_ —; - D'autre part, pour lz| < a,
.oy 1/a 1
(a,rc,sma) = i—stjad ~ Jad—ad car a>0.
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3. Reconnaitre la dérivée d'une composée

La plupart des primitives « a vue » viennent de la formule (G o u}; = !l % (G’ o u) . Ainsi, dés
qu'un facteur 4/ apparait a coté d'une fonction de %, on primitive directement.

Pour % dérivable, repérez I'une des formes suivantes (sur un intervalle ou tout a un sens) :

wo + 1

at+1’

o !l u™avec o ?é —1 : primitive
w oo Cowl .

o ¥ :primitive Infu| ; % :primitive 204 ;

ol ¥ :primitive e™ ; w/cosw :primitive sinw ;

v — ! - .
T4 2 : primitive arctan u ; =2 . primitive  arcsin -

Si le facteur 1/ manque seulement d'une constante multiplicative, on I'ajuste.

z 1 32z o
l-l—,}rz_ﬁ 14 x2’ 1+ edx
la forme l—ltj—u? avec u = e¥.Par conséquent, une primitive est arctan{e?) . Enfin,

cost

4

Sur R, donc une primitive est %ln{l + 3:9} . De méme, est de

sin © cos® ¢ estdelaforme —q/ 3 avec 4 = cos T, d'ol la primitive —

IV. Intégration par parties




L'intégration par parties traduit, en termes d'intégrales, la dérivée d'un produit. Elle sert a intégrer un
produit dont un facteur se simplifie par dérivation. On note *1 I'ensemble des fonctions dérivables de
dérivée continue.

Théoreme :

Soient u et v declasse ¢l sur [a,b], avaleurs dans K. Alors

Démonstration :

La fonction uv estdeclasse ¢l et {uﬂ}; = w/v 4+ wuv' . Cette dérivée est continue, donc le

corollaire du théoreme fondamental s'applique : f (ulv +uvl) = [u*u]b . Il suffit alors d'utiliser
ad

e
la linéarité de I'intégrale.

Calculons f;r; Inz dz.Posons u(zr) =Inz et v/(zr) =z, donc u/(x) =1/z et

1
w(r) = £2 /2. Cesfonctions sont ¢l sur [1,e]. Ainsi

€ e
e
2 2 2 _ 2
/$ln$d$=[%1n$]l_/%d$=%_e41=e4—i—1‘
1 1
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Méthode :

Choisir la fonction a dériver. On dérive le facteur qui se simplifie et on primitive celui dont on
connait une primitive.

e Polyndme X exponentielle, sinus ou cosinus : on dérive le polynéme. Chaque intégration par
parties abaisse son degré de un.

e Polynbme ¥ In, arctan ou arcsin :on dérive la fonction transcendante, car sa
dérivée est rationnelle ou algébrique.

e Fonction seule comme In x ou arctanx :onécrit 1 x In x eton primitive le facteur

1.

e Suite d'intégrales I, :une intégration par parties fournit souvent une relation de récurrence
entre I, et Iy ou JIpy_9.

Cherchons une primitive de arctan sur [.Pour I réel,avec w — arctan et o/ =1 :

x x

v t 1
/ arctan ¢t dt = [tarctan t]o — / T4 2 dt = zarctan o — sln(l 4+ z2).
0 0

1. Intégration par parties et suites d'intégrales

Une intégration par parties relie souvent deux intégrales de la méme famille. On obtient alors une relation
de récurrence, puis des valeurs exactes de proche en proche.



1
Pour n € IN,posons 1, = fg;ﬂ eX dx . D'abord, g = e —1.Ensuite, pour n = 1,o0n

0
dérive 1™ eton primitive eT :

—n| o lefdr =e—nl, 1.
0
Ainsi I{ =e—(e—1)=1,pus Iy =e—2, etenfin I3 =e¢—3(—2) =6 —2e.

De plus, I'encadrement 0 < £me® < g x™ donne 0 < [, < nL-I—l . Par conséquent, [y
tend vers 0.

V. Changement de variable

Le changement de variable est I'autre grand outil. Il traduit la dérivée d'une composée. On I'emploie pour
faire disparafitre une racine, une exponentielle ou une expression compliquée.

Théoreme :

Soient ¢ :[ax, B] — R declasse ¢l et f continuesurunintervalle I contenant (e, 5])
. Alors

Démonstration :
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Soit F' une primitive de f sur I, quiexiste car [ est continue. La fonction F' o ¢ estde
classe (1, de dérivée ! X (f o ). Donc le membre de droite vaut F{i(8)) — Fp(a)) .
C'est exactement le membre de gauche.

En pratique, on écrit « on pose & = (t},donc dx = @/(t) dt », puis on change les bornes.
Remarquons que % n'a pas besoin d'étre bijective pour ce calcul d'intégrale. En revanche, pour
transformer une primitive, on revient a la variable i a l'aide d'une bijection réciproque.

1
Calculons fw’l — x2dx.Onpose = = sint avec t € [0, /2] ;lafonction sin est ¢l
0

et dr = costdi.Surcetintervalle, cost > 0,donc /1 _gin4¢ = cog ¢ Ainsi

1 /2 /2
/Vl —r2dxr = / cos?2t dt = / 1+C§S(2t) dt = %
0 0 0

Ce résultat se lit sur la figure suivante : I'intégrale est I'aire d'un quart de disque de rayon 1 . De plus, la
variable t y apparait comme un angle.



1— [
(sint, cost)
1
1
1
]
1
1
i
alre 4 i
1
t i
1
]
1
1
]
1
1
1
0 [
xX=sint
0 1

Méthode :

Mener un changement de variable sans erreur.

e Vérifiez que ¥ estde classe (=1 surle segment d'arrivée des nouvelles bornes.
» Changez les trois objets 4 la fois : la fonction, I'élément dz = /() df et les bornes.

e Sil'onpose u = 1,!){:1:} , exprimez & en fonction de % quand c'est possible, puis dx en
fonction de s .
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* Pour les symétries, utilisez © = a +b — ¢ sur [a, B] : les bornes s'échangent.

In 3
Calculons lj—xeﬁ' Posons 1 = e¥,s0it x = Inwu avec u € [1,3] et dz = duju.
0
. " 1 1 1
Alors, par décomposition w(ltw) — U~ Tt
; 3
du _ _ — a2 1 _ 142
fu(1+u) = (lnu—In(1 4+ u) , = Inj — Ing = In3
1
1. Parité et périodicité
Le changement de variable 1 = —% donne deux résultats tres utiles. Ils permettent d'éviter un calcul,

ou de le diviser par deux.

Proprlete

Soit f continuesur [—a,a], avec a > 0.

i f estpaire, alors f flz)dz = Ef flz)dz.

Si f estimpaire, alors f flx)dz = 0.




a4+ T
De méme, si [ est continuesur R et T -périodique, alors f f ne dépend pas de «x.
[}

Démonstration :

Traitons le cas impair. Par la relation de Chasles, on coupe en [ . Ensuite, le changement

£ = ~t domne 7f<a:> dr = jf(—t)(—dt) = jf{—t} dt = —7 £(6) ds. 12
—a e} 0 0

somme est donc nulle. Le cas pair est identique, avec f{—t) = f(£) . Pour la périodicité, la
o+ T

dérivée de , _u f F vaut flaoe+T)— flay = 0.

e}

La fonction £ — £3cos + 51115 1 estimpaire et continue. Par conséquent, son intégrale sur
[—m, 7] est nulle, sans aucun calcul de primitive.

VI. Primitives de 1/(ax? + bx + ¢)

Soit a ?é Oet A — p2 — 44 . La méthode dépend du signe du discriminant. En effet, le trinéme se
factorise ou non sur [R, ce que résume la figure ci-dessous.
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A>0:x*=3x+2 A=0:(x-3)? N<0:x*=3x+13

4 - eux racines 1 et 2 i racine double aucune racine
deux logarithmes - une fraction b une arctangen

Q.

Théoréme :

Sur tout intervalle ol gx2 + bx + ¢ ne s'annule pas :

esi A>0,deracines Iy ?é Lo , alors

1 . 1 ( 1 1 )d' Y it
alm — a)(z — 3q9)  ala; — ag\F  F1 T Iy ou la primitive
1 1 «'.'I-'_ﬂ'-'l .
a(:rl—argjni_ﬂ?g '
i A = 0, de racine double ¥ 1
esi A = 0, deracine double <p, une primitive est ac — zg) '

2
esi A <, onécritla forme canonique a[(;ﬂ + ;—a) + ;—%] puis on se ramene a
)

1

m, d'ou une arctangente.

Démonstration :

1 1 & — g
Pour A = 0, réduisez au méme dénominateur : p— —T= = . La
> TTEL TR T (r—r)r — xy)

formule en découle. Pour A = (,ona ax?2 +bx +¢c = a(a: — :ED:lE et




f
1 = % . Enfin, lecas A «< 0 résulte de la forme canonique et de la
alr — =) alx — xq)

propriété du lll.

Pour x2 4+ 4x + 13, lediscriminantvaut 16 — 52 = —36 < 0 . La forme canonique est
(r + 2)2 -+ 9. Par conséquent, une primitive sur [R est %a,rcta,nI _3'_ 2 pour rd_—_1,en
_ 1 1 1 1 N
revanche, 4 = 4>0et 7~ = 2(3: s 1). Une primitive sur ], +oo[ est donc
o+ 1

Méthode :

ax+ B
ar2+br—+c

ax+ = %{an; +b) + (ﬁ — g—c?) . Le premier morceau donne %lnh;ﬂ +bz +¢f.

Ensuite, le second releve du théoreme précédent.

Intégrer . On fait d'abord apparaitre la dérivée du dénominateur au numérateur :

r+3
rd 4+ 3z 4+ 2
écrit £ 43 = %{23: + 2) + 2 . Le premier morceau donne %1n{$2 + 2z + 2) . Ensuite,
2 +2x4+2=(z + 1}g + 1, donc le second donne  2arctan(z + 1). Ainsi une primitive

est %ln{xz + 2z + 2) 4 2arctan(z + 1) .

Cherchons une primitive de sur [.Lediscriminantvaut 4 — 8 = —4 < 0.0n

VIl. Exponentielles complexes et produits e™cos(bx)
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La formule (g ,:1:)'r — ) eAx restevraiepour A € C.Eneffet,si A = a +1ib,ona
eh T = e3%(cos bxr + 15in bx) , et le calcul des dérivées des parties réelle et imaginaire le confirme.
Ainsi, pour A ?é 0, £ — e T /X estune primitive de gA = .

Soient @, b réels non tous deux nuls et A = a + 1b . Alors une primitive de e%%cos(bx) est
I

RE(QTE) , et une primitive de  e%%sin(bx) est Im(%) . Explicitement :

e®Z(acos(bzx) + bsin(bz))
/ ebTcos(br) dr = W2+ b2 + C.

Démonstration :

Ona e%cos(bxr) = Re(e* ¥) . Orla partie réelle d'une primitive est une primitive de la partie
. . 1 a—zb edr  e9%(q — ¢b)(cos bx + zsin bax) o,
réelle. Ensuite, DT a2l donc = 22+ b2 . La partie réelle vaut
e9%(acos br + bsin bx)
a? + b*
La figure ci-dessous représente f{;p = e_‘:rmcos{ﬁa:) et la primitive obtenue par cette méthode.

Comme on le voit, la primitive oscille elle aussi sous une enveloppe exponentielle, avec un déphasage.



-~~~ enveloppe e ¥4

x/

—_— f(x) = e ¥%cos(2x)

e[—l,M + 2i)x

m)

11 — primitive F = Re(

/2
Calculons f eFsin o dr-Avec A =1-41,0na % 1 = * Donc une primitive de
0
efsinx est Tm (- r"‘:jex(m; T + tsin a:j) — e2(sin Eg_ cos J:j. Par conséquent, l'intégrale
vaut €F1—0) 1-0-1 741
2 2 - 2

Remarque :

Deux intégrations par parties successives menent au méme résultat. Cependant, la méthode

complexe est plus rapide et limite les erreurs de signe. De méme, pour linéariser cos™ x ou
gif 4 a—tT

sin" 1, on utilise les formules d'Euler cog £ — 5

cosg,ﬂ::% ot sinz,:r;:%.

avant d'intégrer. Par exemple,
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Ce qu'il faut retenir

e Sur un intervalle, deux primitives d'une méme fonction different d'une constante ; hors d'un
intervalle, c'est faux.

I
e Pour f continue, 1 — ff{t} dt estla primitive de f nulleen a,et
Ej )
ff = G(b) — G{a) pour toute primitive G
a

v(z)
* La dérivée de fovaut v -fow—ul-fou.

¢ Le catalogue des primitives usuelles, dont arctan pour _1 et arcsin pour 1
' 1+ x vl — g2’

se connait par coeur.
« Avant tout calcul, cherchez une forme ./ x G (1) : la primitive est alors G(u).
* L'intégration par parties demande des fonctions 1 ; on dérive le facteur qui se simplifie.

¢ Un changement de variable modifie la fonction, I'élément dx et les bornes en méme temps.

1
ar2 +br+c
A<O.

e Pour : deux logarithmes si A == 0, une fractionsi A = (0, une arctangente si

o Pour e%cos(bz) et e%sin(bx), on primitive (@ + 2b)x , puis on prend la partie réelle ou
imaginaire.

Questions fréquentes sur calcul de primitives

Comment choisir la fonction a dériver dans une intégration par parties ?

On dérive le facteur qui se simplifie et on primitive celui dont on connait une primitive. Avec un polynéme
et une exponentielle ou un cosinus, on dérive le polynéme. Avec un polynébme et |n ou arctan,on



dérive la fonction transcendante, dont la dérivée est rationnelle.

Faut-il que le changement de variable soit bijectif ?

Pour calculer une intégrale, il suffit que % soit de classe ¢?1 sur le segment et que f soit continue sur
un intervalle contenant ([c, 8]). La bijectivité devient utile pour revenir a la variable de départ quand
on cherche une primitive. Dans ce cas, on exprime 1 en fonction de % par la bijection réciproque.

Comment primitiver 1/(ax? + bx + ¢) ?

o g

r—a; t 57—, et on obtient des

On calcule le discriminant A .Si A >0, on décompose en

1
logarithmes. Si A = 0, on obtient _fﬂ?lﬂ .Si A <0, laforme canonique conduit a une

alx
arctangente.

Pourquoi passer par I'exponentielle complexe pour intégrer e~ {ax}cos(bx) ?

Parce que Em‘?cos{b;t::l — RE(E[a + éb]:r) et qu'une primitive de A T est simplement E}\Tx. Il

suffit ensuite de prendre la partie réelle. Deux intégrations par parties donnent le méme résultat, mais
avec plus de risques d'erreur de signe.

Pour aller plus loin en maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur calcul de primitives

A maitriser avant : Fonctions usuelles et techniques de dérivation

Chapitre précédent : Fonctions usuelles et techniques de dérivation

Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires d'ordre 1 et 2

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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