Corrigés des exercices de maths sup

Calcul de primitives

Corrigé de I'exercice 1 : Primitives usuelles

Chague fonction est continue sur l'intervalle indiqué, donc elle admet des primitives. On lit le tableau des
primitives usuelles, puis on vérifie par dérivation.

1. On écrit f l:ﬂ:‘:l = 3 _2¢—2 4 1:_1;2 Chaqgue terme est une puissance d'exposant différent

4 1 g2
de —1.Ainsi Fy(r) = T 2£_1+1f2 soit Fl(ﬂﬁ):%“r%‘??ﬁ-

2. Une primitive de g2z est E;—“T , et une primitive de  cos(3x) est Smég‘ﬂ:) . Donc
324: sin(3x)

Fafz) =5 +—3
3. De méme, ch(2x) a pour primitive Sh(ghj et sh x apour primitive ch x . Par conséquent,
hiZ
Falx) = = ( 2 —chzx
4. La formule de L % avec g = 2 donne Fu(r) = la,ru::ta,nE
: 2—|—a:9_ﬂa‘rc ans = 4(z) = 3 5
e 1/2 1
Vérification : F4{a:} = i T =2/4 =137

5. La formule f% — arcsinZ avec o = 3 s'applique sur ]—3, 3[. Ainsi
Fylz) = arcsin%.

Corrigé de I'exercice 2 : Reconnaitre la dérivée d'une composée
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Dans chaque cas, on identifie %, on vérifie la présence de +;/, puis on applique la formule
/
Gou) =u/ -G ou.

1. Avec wulzr) = 2,0ona u/(z) = 2z, donc g, = %ur’e“.Ainsi Gi(z) = %eﬂ?g.

- /
2. Onécrit tanz = fg5g = —z;) avec u = COS.Sur ]—%! E—T[ cos £ > 0. Donc
Gofz) = —In(cos z) .
_ S : In )
3. Avec u = In,ona u/(r) =1/x et g5 = u’u. Parconséquent, Ga(s) = %
/
4. Avec u(r) =1+4+22>0,0na g, = %“—H . Or % a pour primitive 24%@ . Ainsi

G4{$} =14 z2.

5. Sur ]I, 4eo[ , w = In est strictement positive et g = % .Donc Gx(z) = In(ln z) .

/
6. Avec u(zr) = e% ,ona wu/ = y et 9g = ﬁ. Par conséquent,

Gglr) = arctan(e®).

Point de méthode : vérifiez toujours le résultat en le dérivant. Cette vérification prend quelques
secondes et évite la plupart des erreurs de constante.

Corrigé de I'exercice 3 : Intégrales calculées par primitives

Les fonctions intégrées sont continues sur les segments considérés. On applique donc la formule
b

[7=0c0)-c

v}

1. Une primitive de l_f—ﬂ est %ln(l + $2:, CAinsi A = %ln 9 _ %11-1 1,s0it A — % _

Cette valeur, proche de 0,35 , est cohérente avec I'aire de la figure de I'énoncé.

3
2. AveC U = COS, gin xcos?r — —w/u2, de primitive _C—OSB L Donc B = —% —|—%.



soit B =

Ll =

1 . . .
— est continue sur [[j], %] - ]—1, 1[ .Donc & = a,r(;mn]j —arcsin 0,

soit C:g.

3. La fonction

2
4. Une primitive de lnTa: est % JAinsi D =z —0,s0it D =

[l
[l

Point de méthode : avant de chercher une méthode compliquée, regardez si I'intégrande est une
dérivée de composée. Dans cet exercice, aucune intégration par parties ni aucun changement de variable
n'est nécessaire.

Corrigé de I'exercice 4 : Fonctions définies par une intégrale

1. Lafonction ¢ —s e—t2 est continue sur l'intervalle [ . D'aprés le théoréme fondamental de
I'analyse, ' estI'unique primitive de cette fonction nulle en (0.Donc &' est dérivable et
F’{a::l — g—2 > 0. Par conséquent, F' est strictement croissante sur .

2. Posons {x) = F(—z) + F(z). Par dérivation d'une composée,
(@) = —F/(—x) + F/(z) = —e—%% 4+ =22 = 0. Ainsi ) est constante sur
lintervalle R.Deplus, ¥(0) = 2F(0) = 0.Donc F(—z) = —F(z) pour tout réel z :
F' est impaire.

3. Lafonction f:t — = estcontinuesur R, car 14 %> 0.Soit & une primitive de

1
v+t
f.Aors G(zr) = #(2x) — #(z), qui est dérivable comme composée et différence. Ainsi

G'(x) = 2f(22) — fl©), soit G'(x) = 7 +216$4 —Jl_'l_a:‘}.

1

4. D'abord, la formule du cours avec % = 0 et 4 = sin donne H’r(x‘} = CO3 T - m :

Ensuite, une primitive de 1 est arctan,donc

1+ 2
H(z) = arctan(sin ) — arctan 0 = arctan(sin «). En dérivant, on retrouve
H'FI(:E:I — o8I Final £ H'F{:t::l — _S@s.T
1+ gin? ¢ - NAEMENL 1+4sin?z
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v(T)

Point de méthode : pour une intégrale de la forme f{t) g+ , introduisez une primitive <& de

u(x)

f . méme sans la connaitre explicitement. L'intégrale vaut alors  #{v(z]) — {u(z)) , et la dérivation

d'une composée fait le reste.

Corrigé de I'exercice 5 : Premiéeres intégrations par parties

Toutes les fonctions choisies sont de classe 1 sur les segments considérés, donc le théoréme
d'intégration par parties s'applique.

1. Onpose wulz) = z et v/(x) = ¥, dou w/(x) =1et v(xr) =eT . Alors

/$e$d$=[$e$]é—/e$dx=e—(e—1)=1+

0 0

1
Ainsi fg:e$d$:1.
0

2.0nécrit lnz =1xlnz,avec 4w = 1In et o/ = 1.Donc u/(r) =1/z et
v(z) = z .l vient

e e
Inzde =[elnez], — [ 1d 1) =1
nrde=|zlnz| — r=e—(e—1) =1
1 1
[
Par conséquent, fln rdr = 1.
1
3. Onpose u(x) = zr et v/(zr) = sinz ,dot w(r) = —cos x . Ensuite
™

™ ™
/:L‘Si]fl rdr =[—zcos $]0 + [ cosz dr = 7 + [sin x]o
0



-
Ainsi f;t?sin rdr = .
0

4. Pour I réel, on pose u{t} =t et wf{t} — cos{ﬁt} d'ou ’u(t} _ smé?tj Alors
z x
/tcos(?t) dt = %(2@ _ / 51112(2?5) di — $51112(2$) + cos(24;p) ~1
0 0

gein(dx)  cos(2x) .

En supprimant la constante, une primitive est 5 )

Corrigé de I'exercice 6 : Intégrations par parties successives

1. Premiére intégration par parties, avec 1y = rdet w/ = ¢~ T,donc v = —— T :

r2e T dr = —g2e T 4 20 e T dex.

Deuxiéme intégration par parties, avec 1w = 2x et o/ = g~ T :
fﬁ,:t: e Tdr = —2xe T+ f 2e T dr = —2xe T — 2e— % . Ainsi une primitive

est © — —(x? 4 2x + 2)e—% . On vérifie : la dérivée vaut
—(27 4+ 2)e T 4 (22 + 25 + 2)e~F = 277 . Par conséquent,

1
r2e Tdr = —be 1 +2 soit 2 — %
0

2. Avec u = (Inz)? et v/ =1,0na u/(z) = 2nz o ylz) = x . Donc

f (ln ;1::12 dr = :t:{ln ;1:}2 — { 9ln £ dx.Oruneprimitivede |n est xln & — x. Ainsi

une primitive est 1 — ;p(ln :r,}g —2zxlnxz 4+ 2x.En € ,ellevaut & —2e + 2e = e ;
]

en 1,ellevaut 2 .Finalement, f (In :E‘:IE de = e —2.
1
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3. Sur |-1,1[, arcsin estdeclasse (1, de dérivée —— Pour z € ]-1,1[, avec

2 = arcsin et w =1:

T xT

: _ S t _ ‘ A= 22 —
/arcsmtcﬁt_a;arcsmx /Wdt rarcsinze +vV1l — z 1.
0 0

t
T L Ains .
En effet, _.f1 — #2 est une primitive de Ny Ainsi une primitive est
£ — zarcsinz + V1 — z2.

Point de méthode : avec un polynbme de degré 71 multiplié par une exponentielle, il faut 1
intégrations par parties. On peut aussi chercher directement une primitive de la forme P{a:}e_if avec
P de méme degré, puis identifier les coefficients.

Corrigé de l'exercice 7 : Intégrales de Wallis

/2
LOna Wy = f 1dx donc W = % Ensuite W = [—cos ;t:]gf? = 0+41,donc

0
Wi=1.

2. Sur [D, %] , gin’ est continue, positive, et non identiquement nulle, car elle vaut 1 en %
Une fonction continue positive non nulle sur un segment a une intégrale strictement positive. Donc
W, >0 .Deplus, 0 < sinz <1 entraine gin®t1 ¢ < sin™ & . Par croissance de
l'intégrale, Wni1 < W, : la suite est décroissante.

3. Posons  ufr) = sin™t1 x et w/(x) = sin z . Ces fonctions sont 1, avec

w/(z) = (n + L)cos zsin” x et w(L) = —cos £ . Alors
/2
Wpio =[—cos rsin™ Tl x]g/Q + (n + 1)[ cos? gsin” & do
0
w/2
=0+ (n+ 1)f (1 —sin? &)sin” o do = (n + 1)(W,, — Wp19).
0

Le crochet est nul, car cos% = 0 et sin0 = 0.En regroupant,
m+2)Wphin =0+ 1LW,.



4. On applique la relationavec n = 0,1,2,3 : Wy = %WD' We = %Wl ,

3 9 o il 2 3
W% e _WE et W5 e EWE-A'”S' WE = 4_, WB e E' W% e %,
We = 15 Comme le montre la figure ci-dessous, les courbes de gip"* s'écrasent vers (0 sauf
pres de 7. Ce qui explique la décroissance des aires.
1 -
0,8 1 1: Wo=m/2
—sinx: Wi=1
0,6 - — sin?x : W, =11/4
— sin®x: W3=2/3
0,4 - — sin®x : W4 =3n/16
— sin°x : Ws = 8/15
0,2 -
0 .

0 /4 /2

5. Posons g = (n 4+ L)W 41 W . En multipliant la relation de la question 3 par Wy41, 0n
obtient {n + 2)W oW1 = (n + W1 W, , cest-a-dire Yny1 = %n. Doncla
suite est constante, égalea Uy = W1 Wq  Finalement, (n + )W ,41W, = 7 pour
tout n.

Corrigé de I'exercice 8 : Changements de variable élémentaires

1. Onpose r, = £3 :lafonction x — 3 est ¢lsur [0,1] et go = 322 dx . Les bornes

deviennent 0 et 1.Lafonction wu — est continue sur [0, 1] . Donc

1
4 — yd
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T2 _1 du __ 1 -1 _om
1.6 der = 3 T .7 — 3arcsing = ig
0 0
Ainsi l'intégrale vaut % .

2. Onpose u = v&,Cest-a-dire  — y2avec u € [1,2].Lafonction ¢y — 42 est cl,
et dxr = 2w dw . Alors

4 2

dx . 2udu 2 _ 3,
[E(l +vz) /u(l +u) — 2[In(1 + ”)]1 = 2Inj
1 1

L'intégrale vaut donc Eln% :

3.Onpose £ = Inwu avec u € [1,2],donc gp = %- De plus, u(11+ u)
Ainsi

In 2 2

2
de  _ du _ _ U — 1n2 1 _ 1.4
1+6$—/u(1+u)—[1n1+u] = In% — In} = In}

[}

Le résultat est ln% .

4. Onpose z = sintavec t € [0,5], et dr = costdt.Surcetintervalle, cost >0,

donc /1 —sin?t = cog ¢ |l vient

1/2 /6
z2dz sin2 + 4t = {g . Siﬂ(gt)lw/ﬁ _ w3
=52 = = |2 i ]y, T 12778
0 0
Finalement, l'intégrale vaut % -7

Point de méthode : apres un changement de variable, relisez votre nouvelle intégrale et vérifiez trois
choses. La fonction a-t-elle été transformée ? L'élément x a-t-il été remplacé ? Les bornes ont-elles
changé ? Un oubli sur I'un des trois points fausse tout le résultat.



Corrigé de I'exercice 9 : Changements de variable et symétries

1. sur [0, E] , cosz +sinz = 1>0,doncles deux intégrandes sont continus. On pose

£ =75 —t,quiest ¢l avec dy = —df.Alors cosz =sint et sinz = cost,et
les bornes s'échangent. Ainsi
0 T/2
_ sin t _ sin & _
I = /sint+cost( dt)_ /cost+sintdt_i
/2

/2

Ensuite, 7 1 7 = f 1dr = ”‘E_T.Par conséquent, f = J = fi—r La figure ci-dessous
0

NSE

montre que les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite = =

]

E cnsfco-is-ginx (aire ”

' . .
: cosilz);inx (aIFEJ)
| -—= axe x=T1/4

1 |
]
|
1
]
1
|
]
1
|
0,5 - ,
I
|
|
I
|
|
1
|
0 \

0 /4 n/2

2. Onpose = = m —1t,avec dx = —dt.Alors sinz = sint et cos?zr = cosdt.Donc
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- (m —t)sin ¢ sin t -
K = 1+C052tdt_?r 1+6052tdt—fx+
0 0
kip
En regroupant, 2K = ﬂfl—ﬁ?ﬁdt'
0
3. Onpose «u = cost,avec gy = —sintdf ;lesbornes 0 et 7 deviennent 1 et —1.
Ainsi
T —1 1
sin t . —du_ __ du _ m T 0w
/1+6052tdt l+u2_/1+u2_4+4_2
0 1 —1

Point de méthode : sur [a, b], le changement = = a + b — £ laisse les bornes inchangées. Il est
efficace des que l'intégrande se transforme en une expression « complémentaire ».

Corrigé de l'exercice 10 : Primitives de 1/(ax? + bx + c)

l.lci A=9—-8 =1>0,deracines 1 et 2.0n décompose :

1 _ 1 1 . _— . A . .
G—DE—2 z—2 z—1 ce qui se vérifie en réeduisant au méme dénominateur. Sur
12, +00[ , les deux facteurs sont positifs. Donc  H1(x) = InT— % .

2.01ci A=16-16=10,et £2 —4g +4 = {g; — 2}3 . Une primitive de {a: — 2}_2 est
—(z — 2}_1 Ainsi Ho(x) = —

x— 3

3.1 A =4-20 = -16 <0.Laforme canonique est (z + 1}2 +4 . Avec X =z +1
et o = 2,onobtient Ha(r) = %arctana: —Ei_ L

4, Ici A =4 -8 = —4 < (. On factorise :
9 121 1 9
2r —|—2:r:—|—1:2(a:—|—§) —I_E :E[{2$+1} _|_1].Donc



2 /
h = — i i — 4
4{:1:} I+ (2r + 1)2 , qui est de la forme T+ w2 avec u 2x + 1. Par conséquent,

H4(r) = arctan(2z +1).

Point de méthode : commencez toujours par le calcul du discriminant. Il décide a lui seul de la forme de
la primitive : logarithmes, fraction ou arctangente. Ensuite, vérifiez la décomposition en réduisant au
méme dénominateur.

Corrigé de l'exercice 11 : Intégrales de fractions du second
degré

2
o . 1 3 V3
1. Lediscriminantvaut 1 —4 = -3 <0,et z2 4 £ 4+1 = (5;_|_§) +3 .Avec g = R
une primitive est %arctanhgl . Ainsi
1
__dz  _ 2 _ 1y _ 2 7m_ 7.
f$2+$+1 = ﬁ(arctanv@ arctan\fg) =756 =3y
0
Donc l'intégrale vaut TTT‘E
2. On fait apparaitre la dérivée du dénominateur: 2z +3 = (2x + 1) 4+ 2 . D'une part,
1
Md = |1 2 1 1—1 3 . D'autre part, la question précédente donne
$g+$+1$—[n{$ +$+:']g—n : part, la g p
0
1
N dr + 3 _ ETT'U"—
le second morceau. Ainsi /$—2+$+1d$ =Iln3d+~F—
0
3.01c z2 +4x 43 = (x +1){x +3),car A = 4> 0.Cherchons &, 3 tels que
T o = —
T+DE+3) — a:+l+a:-|—3 En multipliant par x + 1 puis en prenant = 1,0n
obtient o = —% . De méme, = :—3 = % Donc
! 1
zdzr _ 1 3 _ _Iln2 3 3
f£2+4$+3 = {—an(x+1)+21n($+3)}0 = —5*+5ln4 —5In 3.
0
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Comme In4 = 2In 2, on obtient glﬂ y - %lﬂ 3, soit environ 0,085 .

Point de méthode : lorsque le numérateur est de degré un, faites d'abord apparaitre la dérivée du
dénominateur. Le reste est une constante divisée par le trinbme, que I'on traite selon le signe du

discriminant.

Corrigé de I'exercice 12 : Exponentielle complexe et produits

amortis

1. Posons A = 14 2z ?é 0 . Une primitive de g* = est "3’%’", et % — % . Ensuite,

(1 —2z){cos 2z + 1sin 2x) = (cos 2z + 2sin 2x) + 2(sin 2z — 2cos 2x) . Or

efcos(2z) et e¥sin(2x) sont les parties réelle et imaginaire de ¢ & . Donc
eT(cos 2r + 2eln 21

est une primitive de e¥cos(2z) et

T —
£ — e*(sin 2= 5_ 2¢05 2%) ost une primitive de e*sin(2z) .
2. Posons cette fois A = —1 4 1, donc % = % . On calcule

(-1 —2){cos z + 2sin x) = (sin = — cos &) — «(sin £ + cos x) . Ainsi une primitive de
e~ T(sin = + cos x)

e~ %sin & est G{a:} —— 5 . Par conséquent,
'y
— T - 1 -7
/e Tsinz dr = G(m) — G(0) = 67"'% = 7+26 :
0

—
L'intégrale vaut L +; ~~ 0,52 . La figure ci-dessous représente cette aire sous la courbe

amortie.



— y=e *sinx
0,6 - aire =12 ~0,52
y=e™
0,4 -
0,2 A
0 —
0 n/4 m 2m

-
3. Notons [ lintégraleet L = fe‘“’cos x dx . Une intégration par parties, avec « = sin
0

. m
et v/(z) = e, donne I = [-e7sin :t:]D + L = L .Uneseconde, avec u = COS,

donne
m
?r *
L =[—e Zcos 39]0 — [ e Fsincder =e” " +1— 1.
0
Ainsi F =1+~ — T  etl'onretrouve J — 1+;_W.

Point de méthode : la méthode complexe demande seulement le calcul de % puis d'une partie réelle
ou imaginaire. Elle évite ainsi la double intégration par parties, ou les erreurs de signe sont fréguentes.

Corrigé de l'exercice 13 : Linéarisation et puissances
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tri ‘tri

1. Onécrit 5in® © — sin ¢ — sin Tcos? . Le second terme est /2 avec U = co§, de

C 3 . ees 3 e
primitive %. Donc une primitive de i3 est © — —cosz + %. On vérifie : la

dérivée vaut sin x — cos? xsin £ = sin z(1l - cogd x).

. gln 21 )
2.0na ginrtrcos = . donc Elng rcogd ¢ —

sin®(22) 1 —cos(4a) apnei
4 - B
in(4z)]"
5111 X
rcos?x dr = %_3—2 :%
0

sin?2

L'intégrale vaut %

3. Par la formule d'Euler et la formule du bindme :

(e1® 4 e—15)t T 4 4eNT 4§ 4 de— 0T L o—417  cos(4x) | 4cos(2x) + 3

costz = 16 - 16 - 8
sur [0, 5], les primitives Smf‘ﬂ? et Emggm prennent la valeur 0 aux deux bornes. Donc
i 2
f cost rdr = 31_2 . On retrouve la valeur de W 4 de I'exercice 7, ce qui est cohérent par
0 i
le changement & = 5~ T.
. 1 . ,
4. Pour £ € ]—%! %[ onécrit g m = ljzsi;g - .Lafonction flu) = T .3 estcontinue

sur ]-1,1[, qui contient sin([[], :1:]) . Le changement de variable w = sin s donne

Sin T Sin T
ds du 1/ 1 1 1y, 14+ sinzx.
/coss— 1 —u2 — / 2(1—|—u+1—u)du_21nl—sin.r
0
Ainsi une primitive de ﬁ est » — %lntﬁ.

Point de méthode : pour une puissance impaire de sinus ou de cosinus, on isole un facteur et on écrit le
reste en fonction de I'autre fonction. Pour une puissance paire, en revanche, on linéarise par les formules
d'Euler.



Corrigé de I'exercice 14 : Le changement de variable t =
tan(x/2)

1. Pour & € ]-mm[,ona 5 € ]-57 5[, donc cost 3 0. Ensuite,

T . T T I 1 _ 1
cos & = cosds — smgg = cos?3 (1 —t2).or cos?s = T+ tan2(z/2) — 1+ 3 DONC
11—t
cosT = T

2. Lafonction ¢ :%t — Zarctant estdeclasse ¢l sur [0,1],avec (0) = 0 et

(1) = E—T . De plus, la fonction = — Z’—I—ﬁ est continuesur R,car 2 +cosx = 1.
Le théoréme de changement de variable s'applique donc, avec dz = lg—i—di?'

AL+t +1—142 2
3008 2+ cose(t) = ( ) _ 3+t

Par conséquent,

1+ t2 T 14t
1 1
_f 1+1¢2 2dt _ 2dt  _ 2 1 _2 =
I_f3+t2 1+t2_/3+t2_x/38”mtan\f2_\f2 6
0 0
- _ o _ mf3
Finalement, 1_31@_ g

Point de méthode : le changement © = tan% transforme toute fraction rationnelle en Cos & et

. , , — 1
sin = en fraction rationnelle en £ . On retombe alors souvent sur une primitive de S hitc”

Corrigé de I'exercice 15 : Fonctions hyperboliques

1. On a Chg r = EZE‘ + 2 + E—Zu".'-' _ Ch(gﬂ'j + 1

7 — 5 . Donc
1

1
h{2
Ch%dd@:{#Jr%}O:%Jr%,
0
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Hnté shd 1
L'integrale vaut z T7-
2. Lafonction x — 2arctan(e®) estdérivable sur R, de dérivée 1_2::"% . En divisant
. A . 2 IS e
numérateur et dénominateur par e, on obtient T T e = i} $.A|n5| Ea,ru:ta,n(e :l est
bien une primitive de 1 .
chzx
3.0na e® =142 et e % = 1+1—u"§ = W2 — 1, en multipliant par la quantité conjuguée.
Donc sh g (1+J—jg(f D et Cha:(1+&j;(&_1).Ainsi sha =1 et
cha = V2.

4, Onpose x = sht avec t € [0,a]. Lafonction sh est ¢l, sh0 =10, sha =1, et
dx = chtdi.Deplus, 1+ sh4t — ch¢.,car cht>0.Donc, daprés la question 1,

1 a
f\/l—l—xgdw: /ch%dt:Shf“ug:sihagchmr%
0 0

In(1 + v2)

5 , soit environ 1,148,

Finalement, l'intégrale vaut % +

Point de méthode : le changement £ = sh ¢ fait disparaitre la racine /1 4 £2 , de méme que
x = sin t fait disparaitre /] — 2. Dans les deux cas, on utilise |a relation fondamentale entre les
deux fonctions.

Corrigé de I'exercice 16 : Primitives a valeurs complexes

1. Pour z réel, © —a = (z —a) — b n'est jamais nul, car b ?é 0. On multiplie par le

o1 gt _ _T—a
conjugué : $_O‘_[;r—a)2+bg'AmSI u(z) (z — a)2 + b2 et
_ b
ﬂ@:} o (51:—::;)2+b2 '

2. D'abord, 1 estde la forme %% avec w(z) = (xr — a)g + 52 > 0. Une primitive de 1t est
= In|z — . Ensuite,
b

donc %ln({;r — a}g + bg)
1/ b

T —d !
(arctan ) = =
b 14z —a)?/b? ~ 24 (z — a)?
1 4+ 1v s'obtient composante par composante, = — In|z — o + sarctan 3 % est une

= w(z). Comme une primitive de




primitive de L

Tr—ao’
1 1 (r+2)—(r—1) s e . .
3.0 . — . = = , d'ou I'égalité annoncée. Pour =
g T+ zd4+1 r24+1 utegai ur o =z (
a = 0,6 = 1), une primitive de — est 1n|:1: — a'| + zarctan & .Pour o = —z (
a =0,b=-1)cest Inlx 412 —zarctanz.0r |z —¢ = |z +1| = Vo2 +1
différence vaut donc  2zarctan x . Endivisant par 23, on retrouve la primitive arctan x
1
de 14+ 2

4. La fonction ]n n'est définie que sur ]D, —I—co[ ; il n'existe pas, dans ce programme, de

. /
logarithme d'un nombre complexe. De plus, la formule {1H|w|:ﬂr = % n'est valable que pour

w réelle. Pour ! complexe, 1n|’w| ne fournit que la partie réelle. La partie imaginaire
- I — . .
rarctan 3 est indispensable.

Corrigé de l'exercice 17 : Une suite d'intégrales de fractions

1l.Ona Jy = [a,r-:ta,n :r:]é =

NE

2. Posons u(z) = (1 +x2) et wv/(x) = 1.Cesfonctionssont ¢1,avec
w/(z) = —2nz(l + :,1:3}_”_1 et w(x) = £ .Alors

1

. T 1 2
I = {(1 + mz)ﬂlo e 0 (1+22)" .

or x4 = (1+ 333} — 1, donc la derniére intégrale vaut  J,, — Jy41 . Ainsi

J, = Eiﬂ_ + 2n{J, — Jn41). Enregroupant, 2nJpi1 = (2n —1J, + 2%,
_ 1. _ 1 _rT, 1 _ 5.
3. Pour n_l.z,}g_,}1+g,donc,} B—I'-& our n = 2 :
4J3:3J3+%:%+%+£.Donc ,}3:3—”;4_%

4. Raisonnons par récurrence sur 7. = 1 .Pour mn = 1, ily a égalité. Supposons l'inégalité vraie
aurang 7.Comme 1+ x2>=0,ona
(14 :1?3}'”-"1 > (14+ns2)(1+22) =14 (n +1)x? + no?. Cedernier terme est au
moins 1+ (n + 1}:1:‘2 .Donc (1 + xgjn > 1+ nz? pourtout n > 1.
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1 1
5. La fonction inverse est décroissante sur |0, +oo[ . Donc 0 < 1+ 22" S {F ngd SUr

[0, 1] . Par croissance de I'intégrale, puis par la formule de I'arctangente avec g = % :

dx __arctan/m T .
Ogjni 1+ nx2 — yp ng
0

Par le théoréme des gendarmes, J,, — 0 . La figure ci-dessous compare les deux familles de
courbes.

1/(1 + x?)*
1/(1 + x?)*
1/(1 + 4x?)
1/(1 + x?)*°
1/(1 + 10x?)

Point de méthode : pour montrer qu'une suite d'intégrales tend vers [, cherchez un majorant simple
de I'intégrande dont l'intégrale se calcule explicitement. Ici, I'inégalité de Bernoulli raméne le calcul a une
arctangente.

Corrigé de l'exercice 18 : Probleme, intégrales des puissances




de la tangente

I = In 2

1.ona Iy ;&—T Ensuite, —In(cos =) estune primitive de tan sur [0, 7] . Donc
m
EZ n2 Ainsi ID—4et I]_:T

/4
2. Par linéarite, Ip+Tpin = f tan™ T (1+ tan? ) dx - Onreconnait /4™ avec

1
n—+1"

tann+l

n—4+1

w = tan, de primitive £ Comme tang =1, I, +Tpn4n =

3.5ur [0,2],0ona 0<tanz <1.Donc tan™z > 0 et tan®tlz < tan” z. Par
positivité et croissance de l'intégrale, I, = 0 et fni1 < I, . Lafigure de I'énoncé illustre
cet écrasement des courbes vers (1.

4, Soit n = 2 .D'unepart, fniy < £, donc %H =TI, + Iyyn < 21, .D'autre part,

In<In—g,donc 25, < Ipg+I,= 5o Ansi 5o 1_|_1)==‘:I ‘iﬁ.Par

le théoréme des gendarmes, 1, — O,

5. Lafonction arctan est @l sur [0,1],avec arctan0 = 0 et arctanl = Z.On pose

r = arctanu ,donc dr = liuuﬂ et tan & = wu. Par conséquent,
1
0

6. Posons a; = (—l)k Iy . La relation de la question 2, avec n = 2k, donne

Iopyn = ﬁ — Iq5 . En multipliant par {—1jk+1 , on obtient Opi1 = 0p —3E 17

En sommant ces égalités pour %, de 0 a #n —1,la somme télescope :

) g

ainsi (—1)" Ig, = F — 8,00 |(=1)" Igp| = Igp — 0.Donc S, — 7.

7. De méme, posons br = (_1}}9 Iopy1.Larelationavec n = 2k — 1 donne
k
Tog41 = 21}; Tnp_ 1 pour k& > 1.Donc b = br_ 1_|_II D Ensommantde k = 1

a 1o
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—1

i} k
(~1)" Tani1 = 2 = 30 S

—1yk—1
Comme Jf9xp41 — O, onobtient Z ( E:Ik — 11122. En multipliant par 2,

moor_ k=1 -
Z % — In 2.
E=1

Point de méthode : une relation de récurrence entre intégrales, jointe a une majoration qui tend vers
[, permet d'obtenir la limite de sommes alternées. Cette démarche revient souvent aux concours.

Corrigé de l'exercice 19 : Une intégrale de concours

1. Lafonction tan est ¢l sur [0,%] avec tan0 = 0 et tanz = l.Deplus,

lrili_lF—Z;j est continue sur [0,1].Onpose £ = tan t, donc
dr = (1+tan?t)dt . Lefacteur 1+ tan2t sesimplifie avec le dénominateur. Ainsi
/4
I= f In(1 + tan ¢) dt -
0
2. Pour w € [0, 7], la formule d'addition donne ta,n(4 — u) = %_T_,Eﬁ Donc
(14 tan w) + (1 — tan u) 2
1—|—ta,n(@—u): 14+ tan u , SOit 14+ tan w’
3. Onpose t = g — % ,avec dt = —du ;les bornes s'échangent. D'apres la question 2 :
w/4 /4

I=/lnmﬁdu_4ln2—/‘ln(1+tanu)du=%ln2—[
0 0

grin 2
8

Par conséquent, I — , soit environ 0,272 .

Point de méthode : une intégrale que I'on ne sait pas primitiver peut parfois se calculer par symétrie. Le



changement de variable fait réapparaitre la méme intégrale avec un signe opposé, et I'on résout une

équation du premier degré.

Corrigé de I'exercice 20 : Intégrales a bornes variables

. . In £ , 1 - .
1. Lafonction f:f — 142 est continue sur ]D, —I—CO[ et ¢ — % estdérivable a valeurs

dans cet intervalle. D'aprés la formule du cours,

' 1 (1 1 1 1 1
F($):f($)+ﬁf(f)_1ii2+x2 TF1/s2 =142 22+1= 0

Ainsi F' est constante sur l'intervalle |0, 4o . Comme F(1) = 0, F estnulle sur

10, ool .
2. Fixons x =0 etposons + — %,qui est 1 surle segment d'extrémités = et }—F.Alors
2
dt = _d—g , Int = =lnw et 1-|-t2 . t1 . Les bornes ;1_1: et I deviennent I et
1
T Donc
1/z 1/z
_ —Ilnw- -u? —du _ In u _
Flo)= [ Fpa? =du [ e gy o _p)
x x

Par conséquent, F'(r) = 0.

3. Lafonction g:¢t — @ est continue sur ]D, —|—r:o|: . De méme,
1

G’(g;) — g(g;‘) + # g(l) = a—rc%an L 4 # -xarctang:

arctan £ 4+ arctan(l/x)

Ainsi GF(@ — =

4. Pour £ >0,ona arctanz + a,rcta,n}r = 2 Donc G/ I:i“} = 2 sur l'intervalle
10, 4o0[ . Il existe alors une constante C telleque G{z) =7lnz+C.or G(I) =0,

donc € = O.Finalement, G(z) = 5 ne.

Point de méthode : pour calculer une intégrale a bornes variables sans primitive explicite, dérivez-la

puis déterminez la constante en un point simple, souvent la ou les bornes coincident
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