Corrigés des exercices de maths en L1

Bases et dimension

Corrigé de I'exercice 1 : Familles libres ou liées dans l'espace

1. Soit oy + 8 Ung = 0. La premiére composante donne @ + 23 = 0 et la troisiéme donne
—ax+ 5 =0.Ainsi & = ,puis 35 = 0.Donc & = 5 = 0. La famille {ulluﬁ}
est libre.

2. Onremarque que 2U; — Un = (2-24-1,-2-1)=(0,3,-3) = Uq. Par conséquent,
2’“1 —Ug —Uq = 0 est une relation non triviale. La famille est liée, avec

3. Soit & Uy + B uy + ¥ = 0. Latroisitme composante donne —a + 8 = 0, donc
£ = o .Ensuite, la deuxiéme donne 2 + 8 = 3 = 0 . Ainsi & = 8 = 0, etla
premiére composante donne enfin ¥y = 0. La famille est donc libre. Or elle compte trois vecteurs
et dim R? = 3.C'est une base de [R3.

4. D'aprés la question 2, g = 21y + (—1)uq + 0 €. Par unicité des coordonnées, les
coordonnées de 3 sont (2, —1,0).

Corrigé de I'exercice 2 : Famille génératrice du plan et
extraction de bases

1. Oncherche @ et p telsque au +bv = (z,y),cestadire a +b=xet a—b=1y.
.\.-"I'_
En additionnant puis en soustrayant, on trouve g — rty et § = Ty . Ainsi

2
(x,y) = a:-gl-yu + “Tgyﬂ , donc (u,u) engendre R2.

2. Toute sur-famille d'une famille génératrice est génératrice, donc  (t,v,w) I'est. De plus, trois
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vecteurs dans un espace de dimension 2 forment toujours une famille liée. Explicitement, la formule

précédente avec (z,y) = (2,3) donne w = gu — %,U :

3. Une base de < a exactement deux vecteurs. Il suffit donc de tester les paires. Deux vecteurs
(@,b) et (c,d) du plan sont colinéaires si et seulement si ad — bc = 0. Pour (uu) :
1x(-1)—1x1=—-2.Pour (uw): 1x3—-1x2=1.Pour (v :
1x 3 —(-1)x 2 = 5 . Aucune paire n'est colinéaire, donc chacune est libre. Or deux vecteurs

libres en dimension 2 forment une base. Les trois paires (u,u), (u,w) et (vw) sontdes
bases.

4. Avec (z,y) = (4,2) onobtient @ = 3 et b = 1.Les coordonnées de (4,2) dans
(u,v) sont (3,1} . La figure ci-dessous montre la construction 3u + v .

(4,2)=3u+vVv




1. Soit (z,y,z) € R3.0n cherche (a,b,c) telque awy +bdvy + cug = (z,y,2) . Or
avy + b’ug +cug = (@4+b+c,b+c c) . Le systéme triangulaire ¢ = z,

b4+¢ =v, a+b+c = xz admet une unique solution. D'aprés la caractérisation des bases

par |'unicité de I'écriture, 1B est une base de 2.

2. En remontant le systéme, ontrouve ¢ = # ,puis & = y —z ,enfin @ = T — ¥ Les
coordonnées de (r,,2z) dans B sont (r —wy, vy — z, z).

3. Pour w = (3,-1,2) : (3—(-1),-1-22) = (4, —3,2) .0n vérifie que
4u; —3uy+ g = (A-3+42-3+29 = (3,-1,2) .pour &y = (0,1,0) :
(0-1,1-0,0) = (-1,1,0). Ainsi w a pour coordonnées (4, —3,2) et £ a pour
coordonnées (—1,1,0).

Corrigé de I'exercice 4 : Base de Taylor des polynomes de

degré au plus 2

1. Les polynobmes 1, X —1 et {J{—l}2 sont non nuls, de degrés respectifs 0, 1 et 2. Une
famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre. De plus, elle compte 3 vecteurs et
dim Ry[X] = 3 .Donc B estune base de Ry[X].

2. Onécrit P = o 4+ B(X-1) + T(X—l)g .Comme X = (X -1)+1,0na
X2 = (x—1)% 4 2(X—1) 41 . Par conséquent
P=(X-1)24+2(X-1)+1+3(X=1)+3+1=(X-1)%4+5(X-1)+5.

Les coordonnées de P sont (5,5, 1).

3. Posons P = o + B{X-1) + f}r{}{—l}g .Alors P(1) = o . Deplus,

P = B4 29(X 1) donne P'(1) = B.Enfin P'" = 2-.Donc les coordonnées sont

repy 210 . - }
P(1), P/(1), 5= ) = (@ +b +c, b+ 2, ¢) - On retrouve bien  (5,5,1) pour o =1
b=3, c=1.
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Corrigé de I'exercice 5 : Dimensions de référence

1. La base canonique de M1 3(R) est formée des six matrices F45 ,pour 1 < 2 < 2 et
1< 7 <3.Deméme, (1, X, X2 X3 X%) estlabase canonique de R4[X].Donc
dim My 3(R) = 6 et dimRg[X]=5.

2. 5ur €, la base canonique (51, €y 63:' convient, d'ou la dimension 3. Sur [, écrivons
7y = Ty 1Yy avec T Vg réels. Alors (71 79 73) = Z};: Tpep T+ Z};: v (ex),

et cette écriture est unique car la partie réelle et la partie imaginaire d'un complexe sont uniques.
Donc dimg €3 = 3, et {El, 1€1, €q, 1Eq, Eq, 163} est une base réelle : dimp C3 = 6

3.5t P=—a+bX +cX24+dX34+eX4%. Alors
P(-X)-P(X) = -20X - 2d X3 . Ainsi P est pairsi et seulementsi b = d = 0.
Les polyndmes pairs sont donc les g -+ c X2 + e X% . La famille (1, XE, X‘&:l est
génératrice, et libre comme sous-famille de la base canonique. La dimension vaut 3, de base
(1, X2, x4).
4. Une matrice de trace nulle s'écrit ([l"-,.a,a,j.i"?] S ﬁ:’: b—a ) = a(FE11 — Egy) + bEg +cEqq.

La famille (F11 — BElgy, F1n, En1) est donc génératrice. Elle est libre : si la combinaison est
nulle, la matrice obtenue a pour coefficients @, &, ¢, quisontdonc nuls. La dimension vaut
3.

Corrigé de l'exercice 6 : Vrai ou faux sur les familles de

vecteurs

1. Faux. Dans R2,prenons u = (1,0), v = (0,1) et w = (1,1) . Les paires (u,v) et
(u,w) sont libres, car non colinéaires. En revanche, w = u =+ v, donc (u,u,w) est liée.

2. Vrai. Une relation non triviale dans la sous-famille, complétée par des coefficients nuls, serait une
relation non triviale dans la famille entiére. Or celle-ci est libre.

3. Faux. Dans R3,prenons u = (1,0,0), v = (2,0,0) et w = (0,0, 1) . La relation
21w — v = 0 montre que la famille est liée. Pourtant w ¢ Vect(u,v), qui est I'axe des



abscisses. Le bon énoncé est : si (u,u) est libre et (u,vw) liée, alors w € Vect{u,v) .
. Vrai. Une famille libre de |2 aauplus dim R® = 3 éléments.

. Faux. Les vecteurs {1,0,0), (0,1,0) et (1,1, 0) sont deux & deux non colinéaires.
Cependant, le troisieme est la somme des deux premiers : la famille est liée.

. Faux.Si F' = (7,alors F' 4+ G = F' est de dimension 2. D'aprés la formule de Grassmann,
dim{F + G) = 4 —dim(F N G) vaut 4 seulementsi F N G = {0}.

Corrigé de I'exercice 7 : Familles de fonctions

. Supposons acos + bsin = 0, c'est-a-dire acos  + bsin x = 0 pourtout réel T.En
x = 0,onobtient ¢ =0.En = = E—T,on obtient 4 = 0 .Donc (cos,sin) est libre.

. Pourtoutréel T, cgz2 ¢ + gipl2 r = 1.Ansi | — cng? — sing — () , avec des coefficients
non tous nuls. La famille (1, cos?, sing} est liée.

2 . Donc

.0Ona ] = cog2 + 51113 et Cn = cos? — sin
Vect(1, cos?, sin?, cn) = Vect(cos?, sin?). Montrons que (cos?, sin?) est libre. Si
acos? 4+ Bsin? = 0, I'évaluation en 0 donne o = O, puis celle en E—T donne 5 = 0.Le

rang vaut 2, et {cosg, sing} est une base du sous-espace engendré.

.Soit « f+Fg=0.En = = 1,onobtient &« + 5 =0 .En £ = —1, onobtient
—a+ 5 =0.Donc &« = =0et (fg) estlibre. Enrevanche, sur [0, +oo[ ,ona
|| = . Les restrictions vérifient donc g — f = 0 : elles forment une famille liée.

Comme le montre la figure ci-dessous, les deux courbes coincident sur la zone colorée.
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Point de méthode : la liberté d'une famille de fonctions dépend de I'ensemble de départ. Il faut toujours
préciser I'espace dans lequel on travaille.

Corrigé de I'exercice 8 : Rang d'une famille par la méthode du
pivot

1. On écrit les vecteurs en lignes. Les opérations Ly ¢— Ly — 201 et Lg + Lg— 1y

donnent
1 2 0 1 1 2 0 1
2 1 3 1 0 =3 3 -1
0 3 -3 =10 3 -3
1 —11 3 0 0O —=3 3 -1

Ensuite, Lig 4= L3+ Lg et L4 + La — Ly annulent les deux derniéres lignes. Il reste
deux lignes non nulles échelonnées. Le rang vaut 2. La troisieme ligne nulle s'écrit

Yg + (vg — 2vy) = 0. La quatriéme s'écrit (v — v} — (v —2v;) = 0. Ainsi

Ug = 2V — Vg et Vg T Uy — g,



. Les relations précédentes montrent que F' = Vect(*ul, “2:'- De plus, Y1 et U3 ne sont pas
colinéaires. Donc l:’ul, ’Ug} est une basede F',et dimF = 2.

. Essayons €3 et ©4.Soit o vy + B Un + YEg + 564 = 0 . Les deux premiéres
composantes donnent & + 28 = 0 et 2o+ 8 = 0.0Onendéduit & = 5 = 0, puis

T = 4 = 0. La famille est libre et compte 4 vecteurs en dimension 4. Donc {ﬂl, Uny Eqy E,_l:l
est une base de [%.

. Notons (3 I'ensemble défini par les deux équations. D'abord, %1 vérifie 1+ 2 —3 = 0 et
—3+4+ 043 = 0.Ensuite, Vg vérifie 24+1—-3 =0et —6+3+3 = 0.Donc
F' ¢ (& .Résolvons maintenant le systtme: ¥ = 3t — = et z = 3z — 3¢ . Ainsi
(z,v,2,t) = =(1, -1, 3,0) + £(0, 3, =3, 1), avec deux paramétres. Par la méthode des
parametres, dim G = 2.Comme F C & et dim F = dim ( , on conclut que
F' = (3.0nremarque d'ailleurs que les deux vecteurs obtenus sont %4 et V3.

Corrigé de I'exercice 9 : Famille dépendant d'un parametre

. Soit Ty + Yugy + Zug = 0 Cela s'écrit

|
-

r+vy—+az
r+ay + 2 0
ar +y+ 2z =0

En additionnant les trois équations, on obtient {a—+2)(x 4+ y + z) = 0. Ensuite, la premiére
moins la deuxiéme donne {a—1}(z — y) = 0. De méme, la deuxiéme moins la troisiéme donne
(@—1)(y — z) = 0. Supposons a?": 1 et a?é —2 . Aors T =Y =2 puis 3zr =0.
La famille est donc libre, avec trois vecteurs en dimension 3. C'est une base de [2 si et
seulementsi %‘ {1, =2}, la réciproque résultant des deux questions suivantes.

. Pour @ = 1, lestrois vecteursvalent (1,1,1).Le rang vaut 1 et Vect(uy,unusg) estla
droite dirigée par (1,1, 1).

LPour @ = —2,0na u; = (1,1,-2), ug = (1, -2, 1) et ug = (-2,1,1).Leur somme
estnulle: y + Uy + Ug = 0. Deplus, %1 et g ne sont pas colinéaires, donc le rang vaut
2. Chaque ™. a une somme de composantes nulle. Donc Ve-:t{ul,ug,ug} est inclus dans le
plan d'équation = + ¥ + 2z = 0. Les deux sont de dimension 2. Ainsi Vect{ul,ug,ug} est
le plan d'équation = 4+ vy 4+ z = 0,
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Corrigé de I'exercice 10 : Base d'un sous-espace défini par des

équations

1. La seconde équation donne T = ¥y — 2z . En reportant dans la premiére, on obtient
2y—z+1t=0,s0it = —2% + z.Donc

(z,y,2,t) = y(1,1,0, =2) 4+ 2(—=2,0,1,1).

Posons fi = (1,1,0, =2) et fq= (—2,0,1,1) . lls engendrent F' . De plus, ils sont libres,
car seul fl a une deuxieme composante non nulle et seul fg a une troisieme composante non
nulle. Ainsi (fl, fgjl estunebasede F et dim F = 2.

2. soit & fy + B fo+ve; +deq = 0. Latroisieme composante donne 5 = 0. La
quatrigme donne —2a + 3 = 0,donc o = O.llreste =y = & = 0. La famille est libre et
compte 4 vecteurs. Donc (fl, fg, €11 52} est une basede R4 .

3. Posons &G = Ve-:t{el, 63} . Tout vecteur de R% s'écrit de facon unique dans la base

précédente, donc de facon unique comme somme d'un vecteur de &' et d'un vecteurde & .
Ainsi F @G = RY : G estunsupplémentairede F'.

Corrigé de I'exercice 11 : Intersection de deux plans de l'espace

1. Dans P,ona z =z +¥y,donc (z,z) = =(1,0,1) 4+ y({0,1,1).Dans @ ,ona
r =2y —z,donc (zy,z) = v(2,1,0) + 2(-1,0,1) . Ainsi ({1,0,1),(0,1, 1)) est une
basede P et ((2,1,0),(-1,0,1)) une basede C.

2. 0nrésout ©+1y —z=0e x —2y -+ 2 = 0.Enadditionnant, 2z —1y = 0, donc
Yy = 2z . Ensuite z = £+ Yy = 3z .Donc P NQ = Vect{w) avec w = (1,2,3)
, de dimension 1. On vérifie: 1 +2 -3 =0et 1—-44+3 =0.

3. La formule de Grassmann donne dim(P + @) =2+4+2-1=3.0r P 4+ @ C R3?. Donc
P 4+ @ = R?, mais la somme n'est pas directe car P N Q ?é 10}.

4. Prenons p = (1,0,1) € Pet g = (2,1,0) € @ .Soit aw+bp+cg=20.la
deuxiéme composante donne 2a + ¢ = 0 et la troisieme donne 3a + & = 0. La premiere
donnealors a +b+2c =a—-3a—4a = —6a = 0.Donc g = b = ¢ = 0. Lafamille



est libre, donc c'est une base de [R3. Par ailleurs, w et P sont deux vecteurs non colinéaires
de P, quiest de dimension 2. De méme pour w et g dans < .La base

(w, p,q) = (1, 2,3),(1,0,1),(2,1,0}) convient. La figure ci-dessous montre la droite
commune aux deux plans.

Corrigé de I'exercice 12 : Somme et intersection dans un

espace de dimension 4

1. Les vecteurs %1 et %9 ne sont pas colinéaires, donc dim # = 2 .Dans (3 ,ona t = =t
et ¥ =z +z.Donc (z,y,7%) = =(1,1,0,1) + 2(0,1,1,0) . Posons g1 = (1,1,0,1) et

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

gy = (0,1,1,0) . Alors (gl, gg] est une basede &G et dimG = 2.

2. Unvecteurde F' s'écrit v = araq + B Gn = I:Ck‘, o+ B, B, U:l . La premiére équation
donne & — (@ + )+ 5 = 0 : elle est toujours vérifiée. La seconde donne o — 0 = 0.
Donc ¥ = faq. Ainsi F NG = Vect(a,), de dimension 1.

3. Par la formule de Grassmann, dim(F + G) =242 —1 = 3 . De plus,
F + G = Vect(ay,aq, 9;, §y) = Vect(ay,aq,9;), car I3 = %y Trois vecteurs qui
engendrent un espace de dimension 3 en forment une base. Donc l:fll, G, gl} est une base de
P4+ G.

4, Soit H I'hyperplan d'équation = —% + 2z = 0. lls'écrit £ = ¥ — Z, avec trois paramétres
Y, z, t,donc dim H — 3.Ensuite, %1, %5 et 1 vérifient I'équation :
1-14+40=0, 0-141=0e 1-14+0=0.AInsi F+G C H , etles

dimensions sont égales. Donc F' + & = H.

Corrigé de I'exercice 13 : Sous-espaces supplémentaires de

dimension 2

1. Si Up = A Uy, la premiére composante donne Q0 = X ,donc Unp = 0, ce qui est faux. De
méme, si Wy = A Wy , la quatrieme composante donne (0 = 22 ,donc Wy = 0, ce qui est
faux. Les deux familles sont libres, donc dim F' = dim G = 2. (On vérifie de méme que

Uy, Wi nesontpas multiples de Uy, g )

2. Soit v € FNG.Onéerit v = oty + B ug= 7w +8uw,, soit

(a,2a+ B, a+p,8)=(7y+4,4,7,27).

La quatriéme composante donne 5 = 2-y . La troisitme donne o = ¥y — 5 = —y.la
premiére donne & = a — -y = —2- . Enfin, la deuxiéme donne

2o+ 8 = -2y +2y =0=4 = —2v.Donc ¥ = 0, puis tous les coefficients sont
nuls. Ainsi F' N & = {0}.

3. Lasomme F'+ (G estdirecte et dim{F + G:l — 2492 =4 =dimR%.Donc
F@aG =R

4. On résout G:ul-l-,ﬁug—i-’}‘wl—l-cgwg =(1,1,1,1) .



a+v+0=1
2a+pF+4+0=1
a+pf+y=1
5—|—2’}/=1

La derniére équation donne 5 = 1 — 2y, puis la troisiéme donne & = ¥ . Ensuite, la premiére
donne & = 1—2.En reportant dans la deuxieme, 2¥ +1—-29 4+1—-29 =1, d'ou

. Ainsi Cl{_""}f__et B8 =4 =0.Donc f_Eul_( 1, :[j)et
wlz(:[] :1) on vérifieque f +g = (1,1,1,1).

""}":
g:

B2 b

Corrigé de I'exercice 14 : Matrices symétriques et

antisymétriques

1. Une matrice M = (mc-jj:' est symétrique si et seulement si "4y = "*45 pourtous 3, 7.

Elle s'écrit alors

M = Zm Ei+ Y. mi(Bij+ Eji).
t < g

La famille formée des £/, et des Eg’j + Eﬁ' pour % < j estdonc génératricede &y, . Elle
est libre : une combinaison nulle est une matrice dont les coefficients diagonaux et au-dessus de la

diagonale sont exactement les coefficients de la combinaison. Elle compte 4, M vecteurs.
Donc dim S, = n(n;lj .
2. Si M estantisymétrique, "y = T, donc ™M = 0. Ainsi
M = é;j méj':E"fJ" ~E3i) par le meme argument, la famille (B¢ — B ji); « ; est
une base. Donc Jdim An — M

3.5 MeS&S,nA, alors pf — MT — _pf,donc 2M = Det M = 0.Lasomme

n(ng—i—l) n n(ng—l) — 2 — dim M,,(R) - Don

est donc directe. De plus,

Sp, @A, = M,(R).
4. Onpose § = %{M +MT)et A= %{M — MT) . La premiére est symétrique, la
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seconde antisymétrique, et & + .4 = M . Onobtient 5 = ([l"-,ll'aj.i"?]l & 3 ) et

3837
4= (27

Corrigé de I'exercice 15 : Formule de Grassmann dans un

espace de polynomes

1. Soit F &€ F'.lesréelslet —1 sontracines distinctesde P ,donc
(X-D)(X+1) = X2 —1 divise P .Onécrit P = (X2 —1)Q .Comme deg P < 3,
ona deg & < 1.Réciproquement, un tel polynéme s'annule en 1 eten —1. Ainsi
F = [{Xg—l} @X + b}} estengendré par X2 _1 et X3 _ X .Ces polyndmes sont de
degrés distincts, donc libres. Ainsi (X2 — 1, X3 — X) estunebasede F et
dimF = 2.

2. Lepolynéme P = g +bX +cX2 4+ dX3 vérifie P(0) = a.Donc P € G siet
seulementsi g = 0 .Llafamille (X, X2 X3) estunebasede G et dimG = 3.

3.S0it P=a(X2-1)+bX3-X)e F.Aors P(0)=—a.Donc P € @G siet
seulementsi @ = 0 .Ainsi F NG = Ve::t{X3 — X} , de dimension 1.

4. La formule de Grassmann donne dim(F + G) = 2+3 -1 = 4 = dim R3[X]. Donc
F' + G = R3[X], etla somme n'est pas directe.

Corrigé de I'exercice 16 : Egalité de sous-espaces par la

dimension

1. Soit p=dimF =dimG et (e),...€p) unebasede F . Cette famille est libre et
contenue dans & ,car £ C (.Orune famille libre de P vecteurs dans un espace de
dimension P en est une base. Donc G = Vect(ey,...,ep) = F.Ainsi F = G.

2. Notons F'y et F'y les deux sous-espaces. Ona (1,2,1) = (1,1,0) 4+ (0,1, 1) et
(1,0,-1) = (1,1,0) — (0, 1,1) . Donc F'g C F'q . Parailleurs, chacun est engendré par deux
vecteurs non colinéaires : dim 'y = dim F'y = 2. Par la question1, F'1 = F'g.



3. Soit g X4 1 b(}{—l}g + C{X-|-1:|2 — (). En développant, le coefficient de X2 donne
a+b+c=10.Celuide X donne —2b 4 2Zc = 0. Le terme constant donne
b4+c=0.Ansi b=c et b =0,donc b = ¢ = 0, puis a = 0.Lafamille est

libre, avec 3 vecteurs dans Ry[X | de dimension 3 : c'est une base.

Corrigé de I'exercice 17 : Familles de polynomes échelonnées

n
1. Supposons

Ak Pr = 0 avec des coefficients non tous nuls. Soit . le plus grand indice
k=0
tel que Ay, ?é 0. Le polyndme Ay, P,y estde degré ™, tandis que les Ap P pour

k < m sontdedegréauplus m —1.Lasomme estdoncdedegré 7, etnonnulle:
contradiction. La famille est libre. Elle compte n + 1 vecteurs dans R[], de dimension
n + 1. C'est une base de R,[X].

2. Le polynéme Sk estde degré k. Parlaquestionl, (Spq,... Sp) estunebase. De plus,
X0 = Sgetpour k>1, XF = 5. — §._1.Lescoordonnées de Xk valent donc
lalaplace %, —lalaplace k —1 (si & > 1)etO ailleurs.

T
3. Supposons E Ak Q}: = 0 avec des coefficients non tous nuls. Soit cette fois 7 le plus petit

indice tel que _}lm ?é 0. On factorise X" :
i
XN N XEEm (xR = 0,
k=m

Un produit de polynémes non nuls est non nul. Comme xm ?é 0, le polynéme

i
A = Z Ak Xk_m':l—x)ﬂ_k est nul. Evaluons-le en 0 : seul le terme &k = m ne

s'annule pas, donc (0} = A,,;, = 0. Cest une contradiction. La famille est libre et compte
n + 1 vecteurs. C'est donc une base de R,[X].

4. Parla formule du bindme de Newton, valable dans I'anneau commutatif R[X],

1= (X +(1-X)) = Zn: (%) XE(@Q=-x)"""

Les coordonnées de 1 sont donc (r'n[':l), (ﬂi), Cay I:r'r:;l) .Pour n = 2, onretrouve

1= (1-X)* +2X(1-X) + X2.
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Corrigé de I'exercice 18 : Suites récurrentes linéaires d'ordre

deux

1. La suite nulle appartienta H .Soit u,v € B et A, u réels, etposons w = Au 4+ uv.
Pour tout m,

W0 =AU, g+ 2uy) + plv, g +2v,) = w, g+ 2wy,

Donc F/ est un sous-espace vectoriel.

2.5t u € Eet v =u—ugd—Ub Aors v E, avec Vg = Ug—uUy =0 et
¥y = %y — Uy = U . Montrons par récurrence que ¥n = ¥, 17 = 0 pourtout 7. Clest
vraipour n = 0.Si Un = Y, = 0 alors Upig = VUpyq T+ 2¥n = 0 Donc
v = 0, C'est-a-dire U = Upyd + Ulb : la famille est génératrice. Ensuite, si
aa+ b =0,leterme dindice 0 donne « = 0 et celuid'indice 1 donne 5 = 0. Donc
(@,0) estune basede F et dim E = 2.

3.5 (r™) € B, légalittaurang n = 0 donne 72 = r 4 2,s0it {r—2)(r +1) = 0.
Réciproquement, si 2 = r 4 2, on multiplie par ™ : y7+2 = pn+l 4 9,7 Donc
r =2 ou r = —1.Montrons que (2™, {{-1}“)} estlibre. Si o 2" 4 5{-1}“ =0
pourtout 7, alors a4+ 5 =0 et 2o — 5 = 0,d'ou o = [ = 0. Deux vecteurs libres
dans un espace de dimension 2 forment une base. Ainsi {{2”}, {(-1}“}) est une basede E .

4. 0nécrit wu, = o 2" + ;3(—1}ﬂ. Les conditions initiales donnent & + 5 = 0 et
200 — ff = 3.Donc 3 = 3,puis & =1et B = -1 Ainsi v, = 2”—{—1}“.On
vérifie: Unp = 3 = tq +2uget gz = I = Uy + 2Uy. La figure ci-dessous compare  Un
aux deux suites de la base.



o 2 e
2501 o (=1
.‘ u”=2n_(_1)n
200 A
E150
g |
129
- P
>
100 A
63
50' 33
5 15 @
0 3 3 9
() U S A S R N C— —
0 1 2 3 4 5 7 8
n

Point de méthode : pour trouver la dimension d'un espace de solutions, on cherche le nombre de
données initiales qui déterminent une solution. Ici, deux valeurs suffisent.

Corrigé de I'exercice 19 : Intersection de sous-espaces en

dimension n

1. Le sous-espace F' 4+ G' estinclusdans E,donc dim(F + G) < n . La formule de
Grassmann donne alors

dim(FNG)=dimF +dim G —dim(F +G) > dim F 4+ dim G — n.
La minoration est démontrée.

2. Si dim F' 4 dim G > n, laquestion 1 donne dim({F N G) > 1.Donc F M G contient
un vecteur non nul.

3. Notons Kp=H{MN...NHp.Pour p=1, dim Ky = n —1.Supposons
dimKp > n —p.Comme Hp41 = KpM Hpi1,laquestion1donne
dimKpr1>(n—p)+(n—-1)—n=n—-—p—1
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Par récurrence, dim{H{MN...NHp) > n —p pourtout p = 1.

4. Un vecteurde F' ases deux dernieres composantes nulles. Un vecteur de (3 a ses deux
premieres composantes nulles. Un vecteur commun n'a donc que sa troisieme composante
éventuellement non nulle. Ainsi F' N G = Vect(ey), de dimension 1, ce qui égale la
minoration 3 4+ 3 — 5 = 1.Enrevanche, pour F' = {7, l'intersection est de dimension 3 : la
minoration n'est pas toujours atteinte.

5. Dans R4, lesplans Vect(ej, €,) et Vect(eg, £4) ont une intersection réduite 3 {0},

C'est donc possible dans R4 .Dans [R2,enrevanche, 2 + 2> 3.Deux plans de [R?2 se
coupent toujours au moins selon une droite.

Corrigé de I'exercice 20 : Familles d'exponentielles et

dimension infinie

r
1. Supposons Z Cy. fﬁi: = 0 avec des coefficients non tous nuls. Soit 7 le plus grand indice
— - }"
tel que Cypy ?é 0. Pour tout réel x,ona Z Cp € ¥ % = 0. 0on divise par erm T
k=1

m—1
Cyp T+ E Cp
k=1
Pour k<m,ona Ap — Ay, <0,donc oAk —Am)x _, g quand z — +oo . Par
passage a la limite, ¢,; = 0 . C'est une contradiction. La famille est donc libre.

e(}‘k — AT — 0.

2. Supposons dim F(R, R) = n . La famille l:fl, fg, - fﬂ_H:l est libre d'aprés la question
1. Elle aurait donc au plus 7 éléments, ce qui est absurde. Donc  F(R, K) n'est pas de
dimension finie.

1 1
3.0na ch = i':fl+f—1:' et sh = E{fl—f_lj.Donc
Vect{ch, Sh:l C Vect(fl, f_ljl. Inversement, fl = ch 4 sh et f—l = ch —sh  |Les
deux sous-espaces sont donc égaux. Enfin, {fl, f_ljl est libre par la question 1. Ainsi
Vect(ch, sh) = Vect{fl, f_ljl est de dimension 2.

4. Pourtout T, ¢+l = ¢.e%.larelation e-f, —(z — e7t1) = 0 est non triviale. La
famille est liée. Il ne faut pas confondre ces deux fonctions avec des exponentielles d'exposants
A distincts : leur coefficient 4 vaut 1 dans les deux cas.



Corrigé de I'exercice 21 : Polynémes d'interpolation de
Lagrange

1.Si 7 ?‘é v, le facteur X — @, figure dans Ly, donc Lc-j'i’lj':' =0.si § =1, chaque

ﬂ;t‘ _— Gk

facteur vaut g —a, = 1 . Ainsi L.é{ﬂ-jjl vautlsi z = j etOsinon.

2. Chaque L estun produitde 7 facteursde degré 1,donc L; € Ry[X] . Soit

Z AvL: = 0 gp gvaluant en %, la question 1 donne A5 = 0, pourtout 7. La famille
1

est libre et compte 7 + 1 vecteurs, avec dim R,[X] = n + 1. C'est une base de
Rp[X].

3. soit £ = Z PR décomposition de P . En évaluanten %, on obtient
E n
P'i“j':' = ¢, .Donc P = Z P(ﬂﬁ-) L. Pour P = 1, toutes les valeurs P{aé}
=0
valent 1. Ainsi Lg+...+ L, =1,

4. Le calcul direct donne

_ X(X-1) _ X(X-1) _(XHD)(X-D L g (XHDX | X(X )
L= =~ 2z li="mEy =1 -X% la="gn) = 2

Pour P — X2 4+ X +1,0na Pl:—l:l =1, PI:D:I =1 et P{l:l = 3. Vérifions :

2 2 2
X2oX ) x2 4 3XPESX _AXPH2X 0 x2_ x24x 41,

Les coordonnées de P sont bien (1,1,3).

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : commutant d'une matrice
carrée d'ordre 2

1. La matrice nulle commute avec A . Soit M, M’ € C(A) et A, u réels. Par bilinéarité du
produit matriciel,

ADAM +p MY = XAM + p AM = XMA+ M A=(AM+ puMHA
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Donc C{A) est un sous-espace vectoriel. Enfin, A7 = JA = A et 44 = AA,donc
I et A sontdans C{A).

. Soit M = ([ﬂray?]ggjz,})ﬂn calcule AM = (G ;I—c b—gd) et
MA = (i a’—i_b C_|_|:£).L'égalitédonne c=0¢e g = g.Donc

M = aI + bV .Réciproquement, I et N = A — I sontdans C(A).La famille
(I, N') estlibre, car al +bIN = ([Hra;r?]gg;i,}).mnsi C(A) = Vect(I, N) et
dim c(4) = 2.

. Une matrice triangulaire supérieure s'écrit afq1 + bE5 4+ dEqq , et une matrice symétrique
sécrit aF1] + b(E19 + FEo1) + dEqgqy. Ces familles sont libres, par identification des
coefficients. Donc (F17, F19, Fon) estune basede T, (F711, 1y + Eq1, Fog) une
base de S , etles deux dimensions valent 3. Une matrice a la fois symétrique et triangulaire
supérieure a un coefficient (2, 1) nul, donc un coefficient {1, 2) nul: elle est diagonale. Ainsi

S N T estl'espace des matrices diagonales, de base (711, F95) et de dimension
2. Par la formule de Grassmann, dim{S + 7 ) =3+3 -2 = 4. Donc

S+T = Mg{ﬂ?} , et la somme n'est pas directe.

. Lamatrice af +bN = ([."-,Il'aj.?'?] g gj z ,}) est symétrique si et seulementsi 5 = 0 . Donc

C(A) N & = Vect(I), de dimension 1. Ensuite, dim(C(4)+ &) =2+4+3-1=4.
Ainsi EI:A:I + 8 = Mgl:[l?:l.

_fa+2c b+2d _fa+3b 2a+4b
. On calcule BM_(3G+4C 35+4d,)et MB_(C—I—SGE Ec+4d’)'LeS

coefficients (1,1) et (2,2) donnenttous deux 2¢ = 3b . Le coefficient (2, 1) donne
3a 4+ 3c = 3d,soit d = a + c.Enfin, le coefficient (1,2} donne 2d = 2a -+ 3b, qui

découle des deux conditions précédentes. Donc ¢ = % et d =a+ % . Ainsi

M:af+f—?( ray?] 0 & 2 ):af+b B —1).
Donc C{B) C Vect(I, B). Linclusion inverse vient de la question 1. Ainsi
C(B) = Vect(I, B), de dimension 2, car B n'est pas multiple de T .

. Une matrice de C{A) s'écrit ([Hra@r?] g ﬁf i !

0= % et a =a+0,cestadire h =0.Donc C{A)N C(B) = Vect(I).Parla
formule de Grassmann, dim{C(A) + C(B)) = 2+ 2 —1 = 3 . Or cette somme est
engendrée par I, IN et B .Trois vecteurs qui engendrent un espace de dimension 3 en

forment une base. Ainsi (I, N, B) est une base de C(A) + C(B), qui est de dimension
3.

}) _Elle estdans C(B) sietseulement si



Point de méthode : pour décrire un sous-espace de matrices, on écrit une matrice générale avec ses
coefficients, on traduit la condition en équations, puis on reconnait une combinaison linéaire de matrices
fixes.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : bases et dimension, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur bases et dimension

A maitriser avant : Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Chapitre précédent : Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Chapitre suivant : Applications linéaires

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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